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Oscilaciones

El movimiento oscilatorio es de los mas importantes que aparecen en la natura-
leza: los atomos en un solido oscilan alrededor de sus posiciones de equilibrio,
el movimiento de un péndulo, los electrones en una antena, etc. Ademés el
conocimiento del movimiento oscilatorio es fundamental para comprender el
movimiento ondulatorio.

Movimiento armoénico simple

El més simple de los movimientos oscilatorios es el movimiento armoénico sim-
ple. Una particula que se mueve a lo largo del eje X posee un movimiento
armonico simple si su coordenada viene dada por:

z(t) = A sin(wt + «) Al =L, [w]=T""

wt+a — fase «  —fase inicial.

El desplazamiento xz(t) varia entre —Ay +A: —A < z(t) < A.
A — Amplitud

El seno se repite cada 27, luego:

x(t) = z(t + 27 /w)

el movimento es periddico.

P =27/w — Periodo

v=1/P =w/(2r) — frecuencia angular: nimero de oscilaciones por
unidad de tiempo.

La velocidad es

@ A coswt +
v=— =wAcoswt + «
dt
y la aceleracion es:
dv
a = —wAsin(wt + a) = —wr

T dt



2 J.Ibanez; Dpto. Fisica Teérica, UPV/EHU

P=2T/W

ANVANS
JARVARVA
[\ /N
\

\/
NIFAN
VARV,

La fuerza que actia sobre una particula cuyo movimiento es armoénico simple
es:

—

r = —kx k=mw? w= L
m

F =ma = —mw’
En el movimiento armoénico simple la fuerza es proporcional al desplaza-

miento y opuesta a él

La fuerza siempre esté dirigida hacia el punto de equilibrio, que es aquel donde

F =0: x =0. La constante k se denomina a veces constante eldstica.

La energia cinética es:

1 1
T = §mfu2 = imchA2 cos”(wt + a)
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y la energia potencial:

av
- z; \ /
I I E

1 1
V = 5]431‘2 = 5/@42 sin®(wt + a)

1 | |
V= imwQAQ sin?(wt + «)

y la energia total:

1 1
E=T+V = imuJQAQ = 5/@42

Problema inverso: Sea una particula de masa m sometida a una fuerza

F'= —kz; la ecuacion de movimiento es:
d*z d*x d*x 9
mﬁ:—kx, mEJrkx:O, Eer:U:O

Esta ecuacion es una ecuacién diferencial de segundo orden, lineal homogénea.
La solucién general depende de dos constantes arbitrarias:

z(t) = Asin(wt + a) = A(sinwt cosa + coswt sina) = Asinwt + B coswt
Las constantes son Ay o A= Acosay B = Asina.
Si las condiciones iniciales son t = 0 x = x(, v = vy se tiene:
ro = Asina, vyg= Awcosa
que implica:
UG Tow

A% =g+ — tana = —
w Vo
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Ejemplo

¢ Péndulo simple: Una particula de masa m esta suspendida del punto O por
una cuerda de longitud [ y masa despreciable. Si inicilamente se desplaza un
angulo 6, respecto de la vertical, encontrar el movimiento.

La trayectoria es circular de radio [; la fuerza tangencial es F/p = —mgsin 6. El
signo — es debido a que lleva la direccion opuesta al dngulo 6. La aceleracion
tangencial es:

=100
P
y la ecuacion de movimiento es:
d*0 d*0
ml@:—mgsinﬁ, ﬁ—l—%sinﬁzo

Esta ecuacién no es la ecuacion de un movimiento armoénico simple. Debido a
la conservacion de la energia 6 varia entre 6y y —6y, es decir el movimiento es
oscilatorio. Si 6y ~ 0, también lo serd 8 y sinf ~ 6 y la ecuacion de movimiento
se escribe: )

a0 g

——+70=0

dt [
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Esta vez la ecuacion es la de un movimiento armoénico simple con w? = g/I.
La solucion es:

0(t) = 0y sinwt

En general, si # no es muy pequeno la frecuencia del movimiento y por tanto
el periodo depende de la amplitud 6.

Cuestion: jCuanto vale T', la tension del hilo?

Osciladores acoplados

Sean dos masas iguales unidas por resortes de constante elastica ky y & como
indica la figura. En la posicion de equilibrio los muelles no estan ni comprimi-
dos ni estirados.
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Las ecuaciones de movimiento son:

d2

m% = —kri+k(zg—x1)=—(ky +k)xy + ko
d2$2

mes = —kyxo — k(2o —x1) =kxy — (k1 + k) 2o

Estas ecuaciones forman un sistema diferencial acoplado de segundo grado
lineal y homogéneo. Para resolverlo sumamos y restamos ambas ecuaciones:

d2
mos (x14+29) = —k1 (21 + x2)
d2
mﬁ(:cl —x9) = —(k1+42k) (1 — 22)
Estas ecuaciones se escriben como
d2
@(m—km)-i—wf(m—l-xz) =0
d2
@(:Ul — SUQ) + w% (5171 — SUQ) =0

donde:

kq k1 + 2k
W1 = A\|— Wy =
m m

Ahora el sistema de ecuaciones se ha desacoplado: cada ecuacion es la ecuacion
de un movimiento armoénico simple:

1+ x9 = A sin(wit + aq) r1 — o = B sin(wot + a9)
Finalmente:

A B
no= g sin(wit + aq) + 5 sin(wsot + ag) = Ajsin(wit + aq) + Ay sin(wat + as)

B
Ty = 5 Sin(wlt + Oél) — 5 Sin(UJQt + 052) — Al Sin(bdlt + Oél) - A2 Sin<w2t + 052)
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Las cuatro constantes Ay, As, a1 y as se determinan mediante las condicio-
nes iniciales x1(0), x2(0), v1(0) y v9(0). Hay dos movimientos particulares
especialmente importantes:

1) Sean unas condiciones iniciales tales que A = 0. En este caso el movimiento
es:

r1(t) = xo(t) = Ay sin(wit + 1)
El muelle intermedio ni se estira ni se comprime y la frecuencia del movimiento
es debida solo a los muelles exteriores.

2) Sean una condiciones iniciales tales que A; = 0. En este caso el movimiento
es:

x1(t) = —x9(t) = Agsin(wot + )
Ahora los muelles exteriores se estiran y se comprimen al mismo tiempo. La
frecuencia depende de las dos constantes elédsticas.
Cada uno de estos movimientos se denomina modo normal de oscilacion y
cada uno de ellos es movimiento armoénico simple. En general, con unas condi-
ciones iniciales arbitrarias, el movimiento es una combinaciéon de ambos modos
normales.

Otro movimiento interesante es aquel en el cual A1 = Ay y a1 = g = O:

w; — w wi + w
r1 = Aj(sinwit 4 sinwst) = 245 cos %t sin %t

. . L oW —w w1 +w
r1 = Aji(sinwit — sinwst) = 24, sin %t COS %
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Hay un intercambio de energia entre los dos movimientos.

En general la energia es:

1 1 1 1 1
E = §mvf + §mv§ + iklx% + 51@363 + 51@(9&1 — 1) =

1 1 1 1 1
= §mvf + §k1:c% + §mv§ + §k1x§ + ik(xl — 1)?

10 oscilador 200scilador e. de acoplamiento

Oscilador amortiguado

Sea un oscilador armoénico con constante elastica k, masa m y sometido a una
fuerza de rozamiento proporcional a la velocidad:

d*x dx
mog = —kx— A\ o
donde A es una constante. Esta ecuacion se escribe como:
% + 2y Z—f +wir=0
donde
A , k
om0

Si x1 y x9 son soluciones de la ecuaciéon anterior, ax1+bxo también lo es, siendo
a y b constantes arbitrarias. Supongamos una solucién de la forma z = €',
sustituyendo en la ecuacién de movimiento:

(r2 + 29r + wg) et =0

que da las siguientes soluciones para 7:

r=—vd/v2 - wh
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Hay tres casos:

1).- |w3 > ~?| Las dos soluciones para r son complejas:

La solucién es
z(t) = Oy e it L (O e et — e—vt(cl et 4 Oy e—m)

donde Cy y Cy son dos constantes complejas conjugadas (para que x sea real).
Definiendo:

1 . 1 ;
Cl = §A€m CQ = 51467106
se obtiene:
1 . ‘
x(t) = §A67t(e’(“t+o‘) + e Wty — A cos(wit + a)

El movimiento es parecido a un movimiento armonico simple pero cuya am-
plitud no es constante sino que decae exponencialmente. La frecuencia de
oscilacion es menor que si no hubiera rozamiento.

X

2).- [wd < 7?| Las dos solucione son reales:

x(t) = Cre M 4 Che 7! M=v+vV12—wi, r=7—-V12-uwi

donde 71,7 > 0. El rozamiento es tan grande que la particula tiende a la
posiciéon de equilibrio sin oscilar.
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3).- |wi = | En este caso solo hay una solucién para r. Por sustitucion

directa en la ecuacion de movimiento es facil ver que, cuando v = wy, una
segunda solucion es: te™7'. La solucion es:

z(t) = e (O + Cat)

El rozamiento hace que la particula tienda muy rapidamente hacia la posicion
de equilibrio.

X

Oscilador forzado

Supongamos el mismo problema que en el caso anterior con una fuerza osci-
lante aplicada: [' = Fpcoswyt. La ecuacién de movimiento es:

d?x dx
il S Y
e 7

Como en el apartado anterior, esta ecuacion se escribe:

d*z dz 9 0
@‘1‘27—4'@(@: poo cosw yt

+ Fpcoswyt

dt

Al principio el movimiento es una combinacion del movimiento del oscilador
amortiguado y de las oscilaciones frozadas por la fuerza externa. Al cabo de
un tiempo el movimiento del oscilador amortiguado tiende a extinguirse y el
unico que prevalece es el debido a la fuerza externa. Se supone una solucion

de la forma:
z(t) = A sin(wst — )
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Sustituyendo en la ecuacion diferencial se obtiene:

1 o

A= —
V(Wi —wp)® + 4y%wf m
Y 2 2
W —w
tanaq = —4——
27wf
Si se representa la amplitud frente a la frecuencia de la fuerza:
A
F
k

(JOO Q)f

La frecuencia correspondiente al méaximo de la amplitud se aproxima a la
frecuencia natural del oscilador wy a medida que el rozamiento disminuye.
Ademas el valor maximo de la amplitud aumenta hasta llegar a infinito cuando
el rozamiento es cero. El valor méaximo de la amplitud ocurre cuando wj% =
w3 — 2792, Cuando wr = wy se dice que hay resonancia.
La velocida es:

W F()

v(t) = —cos(wt — «
®) \/(w%—w§)2—|—4y2w% m (wy )

La amplitud en la velocidad es méxima cuando wy = wy, y también es méaxima
la amplitud de la energia cinética. Cuando hay resonancia la transferencia de
energia de la fuerza al oscilador es maxima.



