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OsilaionesEl movimiento osilatorio es de los más importantes que apareen en la natura-leza: los átomos en un sólido osilan alrededor de sus posiiones de equilibrio,el movimiento de un péndulo, los eletrones en una antena, et. Además elonoimiento del movimiento osilatorio es fundamental para omprender elmovimiento ondulatorio.Movimiento armónio simpleEl más simple de los movimientos osilatorios es el movimiento armónio sim-ple. Una partíula que se mueve a lo largo del eje X posee un movimientoarmónio simple si su oordenada viene dada por:

x(t) = A sin(ωt + α) [A] = L, [ω] = T−1

ωt + α → fase α →fase iniial.El desplazamiento x(t) varía entre −A y +A: −A ≤ x(t) ≤ A.
A → AmplitudEl seno se repite ada 2π, luego:

x(t) = x(t + 2π/ω)el movimento es periódio.
P = 2π/ω → Período
ν = 1/P = ω/(2π) → freuenia angular: número de osilaiones porunidad de tiempo.La veloidad es

v =
dx

dt
= ωA cos ωt + αy la aeleraión es:

a =
dv

dt
= −ω2A sin(ωt + α) = −ω2x
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La fuerza que atúa sobre una partíula uyo movimiento es armónio simplees:
F = ma = −mω2x = −kx k ≡ mω2, ω =

√
√
√
√

k

mEn el movimiento armónio simple la fuerza es proporional al desplaza-miento y opuesta a élLa fuerza siempre está dirigida haia el punto de equilibrio, que es aquel donde
F = 0: x = 0. La onstante k se denomina a vees onstante elástia.La energía inétia es:

T =
1

2
mv2 =

1

2
mω2A2 cos2(ωt + α)
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y la energía potenial:

dV

dx
= F = −kx;

V =
1

2
kx2 =

1

2
kA2 sin2(ωt + α)

V =
1

2
mω2A2 sin2(ωt + α)

V

E

− A A
xy la energía total:

E = T + V =
1

2
mω2A2 =

1

2
kA2

Problema inverso: Sea una partíula de masa m sometida a una fuerza
F = −kx; la euaión de movimiento es:

m
d2x

dt2
= −kx, m

d2x

dt
+ kx = 0,

d2x

dt
+ ω2x = 0Esta euaión es una euaión diferenial de segundo orden, lineal homogénea.La soluión general depende de dos onstantes arbitrarias:

x(t) = A sin(ωt + α) = A(sinωt cos α + cos ωt sin α) = Ā sinωt + B̄ cos ωtLas onstantes son A y α o Ā = A cosα y B̄ = A sinα.Si las ondiiones iniiales son t = 0 x = x0, v = v0 se tiene:
x0 = A sinα, v0 = Aω cosαque implia:

A2 = x2
0 +

v2
0

ω2
tanα =

x0ω

v0
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Ejemplo

♦ Péndulo simple: Una partíula de masa m está suspendida del punto O poruna uerda de longitud l y masa despreiable. Si iniilamente se desplaza unángulo θ0 respeto de la vertial, enontrar el movimiento.
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La trayetoria es irular de radio l; la fuerza tangenial es FT = −mg sin θ. Elsigno − es debido a que lleva la direión opuesta al ángulo θ. La aeleraióntangenial es:
aT = l

d2θ

dt2y la euaión de movimiento es:
m l

d2θ

dt2
= −mg sin θ,

d2θ

dt2
+

g

l
sin θ = 0Esta euaión no es la euaión de un movimiento armónio simple. Debido ala onservaión de la energía θ varía entre θ0 y −θ0, es deir el movimiento esosilatorio. Si θ0 ∼ 0, también lo será θ y sin θ ∼ θ y la euaión de movimientose esribe:

d2θ

dt2
+

g

l
θ = 0
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Esta vez la euaión es la de un movimiento armónio simple on ω2 = g/l.La soluión es:

θ(t) = θ0 sin ωtEn general, si θ no es muy pequeño la freuenia del movimiento y por tantoel período depende de la amplitud θ0.Cuestión: ¾Cuanto vale T , la tensión del hilo?
Osiladores aopladosSean dos masas iguales unidas por resortes de onstante elástia k1 y k omoindia la �gura. En la posiión de equilibrio los muelles no están ni omprimi-dos ni estirados.
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Las euaiones de movimiento son:

m
d2x1

dt2
= −k1 x1 + k (x2 − x1) = −(k1 + k) x1 + k x2

m
d2x2

dt2
= −k1 x2 − k (x2 − x1) = k x1 − (k1 + k) x2Estas euaiones forman un sistema diferenial aoplado de segundo gradolineal y homogéneo. Para resolverlo sumamos y restamos ambas euaiones:

m
d2

dt2
(x1 + x2) = −k1 (x1 + x2)

m
d2

dt2
(x1 − x2) = −(k1 + 2k) (x1 − x2)Estas euaiones se esriben omo

d2

dt2
(x1 + x2) + ω2

1 (x1 + x2) = 0

d2

dt2
(x1 − x2) + ω2

2 (x1 − x2) = 0donde:
ω1 =

√
√
√
√

k1

m
ω2 =

√
√
√
√

k1 + 2k

mAhora el sistema de euaiones se ha desaoplado: ada euaión es la euaiónde un movimiento armónio simple:
x1 + x2 = A sin(ω1t + α1) x1 − x2 = B sin(ω2t + α2)Finalmente:

x1 =
A

2
sin(ω1t + α1) +

B

2
sin(ω2t + α2) = A1 sin(ω1t + α1) + A2 sin(ω2t + α2)

x2 =
A

2
sin(ω1t + α1) −

B

2
sin(ω2t + α2) = A1 sin(ω1t + α1) − A2 sin(ω2t + α2)
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Las uatro onstantes A1, A2, α1 y α2 se determinan mediante las ondiio-nes iniiales x1(0), x2(0), v1(0) y v2(0). Hay dos movimientos partiularesespeialmente importantes:1) Sean unas ondiiones iniiales tales que A2 = 0. En este aso el movimientoes:

x1(t) = x2(t) = A1 sin(ω1t + α1)El muelle intermedio ni se estira ni se omprime y la freuenia del movimientoes debida solo a los muelles exteriores.2) Sean una ondiiones iniiales tales que A1 = 0. En este aso el movimientoes:
x1(t) = −x2(t) = A2 sin(ω2t + α1)Ahora los muelles exteriores se estiran y se omprimen al mismo tiempo. Lafreuenia depende de las dos onstantes elástias.Cada uno de estos movimientos se denomina modo normal de osilaión yada uno de ellos es movimiento armónio simple. En general, on unas ondi-iones iniiales arbitrarias, el movimiento es una ombinaión de ambos modosnormales.Otro movimiento interesante es aquel en el ual A1 = A2 y α1 = α2 = 0:

x1 = A1(sinω1t + sin ω2t) = 2A1 cos
ω1 − ω2

2
t sin

ω1 + ω2

2
t

x1 = A1(sinω1t − sin ω2t) = 2A1 sin
ω1 − ω2

2
t cos

ω1 + ω2

2
t

x

x

t

t

1

2
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Hay un interambio de energía entre los dos movimientos.En general la energía es:

E =
1

2
mv2

1 +
1

2
mv2

2 +
1

2
k1x

2
1 +

1

2
k1x

2
2 +

1

2
k(x1 − x2)

2 =

=
1

2
mv2

1 +
1

2
k1x

2
1

︸ ︷︷ ︸

10 osilador +
1

2
mv2

2 +
1

2
k1x

2
2

︸ ︷︷ ︸

20osilador +
1

2
k(x1 − x2)

2

︸ ︷︷ ︸e. de aoplamientoOsilador amortiguadoSea un osilador armónio on onstante elástia k, masa m y sometido a unafuerza de rozamiento proporional a la veloidad:
m

d2x

dt2
= −k x − λ

dx

dtdonde λ es una onstante. Esta euaión se esribe omo:
d2x

dt2
+ 2γ

dx

dt
+ ω2

0 x = 0donde
γ =

λ

2m
ω2

0 =
k

mSi x1 y x2 son soluiones de la euaión anterior, ax1+bx2 también lo es, siendo
a y b onstantes arbitrarias. Supongamos una soluión de la forma x = ert,sustituyendo en la euaión de movimiento:

(r2 + 2γr + ω2
0) ert = 0que da las siguientes soluiones para r:

r = −γ ±
√

γ2 − ω2
0
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Hay tres asos:1).- ω2

0 > γ2 Las dos soluiones para r son omplejas:
r = −γ ± i ω ω2 = ω2

0 − γ2La soluión es
x(t) = C1 e−γt eiωt + C2 e−γt e−iωt = e−γt(C1 eiωt + C1 e−iωt)donde C1 y C2 son dos onstantes omplejas onjugadas (para que x sea real).De�niendo:

C1 =
1

2
Aeiα C2 =

1

2
Ae−iαse obtiene:

x(t) =
1

2
Ae−γt(ei(ωt+α) + e−i(ωt+α)) = Ae−γt cos(ωt + α)El movimiento es pareido a un movimiento armónio simple pero uya am-plitud no es onstante sino que deae exponenialmente. La freuenia deosilaión es menor que si no hubiera rozamiento.

t

x

2).- ω2
0 < γ2 Las dos soluione son reales:

x(t) = C1e
−γ1t + C2e

−γ2t γ1 = γ +
√

γ2 − ω2
0, γ2 = γ −

√

γ2 − ω2
0donde γ1, γ2 > 0. El rozamiento es tan grande que la partíula tiende a laposiión de equilibrio sin osilar.



10 J.Ibáñez; Dpto. Físia Teória, UPV/EHU
3).- ω2

0 = γ2 En este aso solo hay una soluión para r. Por sustituióndireta en la euaión de movimiento es fáil ver que, uando γ = ω0, unasegunda soluión es: te−γt. La soluión es:
x(t) = e−γt (C1 + C2 t)El rozamiento hae que la partíula tienda muy rápidamente haia la posiiónde equilibrio.

3

x

t

2

Osilador forzadoSupongamos el mismo problema que en el aso anterior on una fuerza osi-lante apliada: F = F0 cos ωf t. La euaión de movimiento es:
m

d2x

dt2
= −kx − λ

dx

dt
+ F0 cos ωftComo en el apartado anterior, esta euaión se esribe:

d2x

dt2
+ 2γ

dx

dt
+ ω2

0 x =
F0

m
cos ωftAl prinipio el movimiento es una ombinaión del movimiento del osiladoramortiguado y de las osilaiones frozadas por la fuerza externa. Al abo deun tiempo el movimiento del osilador amortiguado tiende a extinguirse y elúnio que prevalee es el debido a la fuerza externa. Se supone una soluiónde la forma:

x(t) = A sin(ωft − α)
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Sustituyendo en la euaión diferenial se obtiene:

A =
1

√

(ω2
f − ω2

0)
2 + 4γ2ω2

f

F0

my
tanα =

ω2
f − ω2

0

2γωfSi se representa la amplitud frente a la freuenia de la fuerza:

k

F0

A

ω
f

ω
0

= 0

2

3

γ

γ

γ

γ

γ
3 < γ

2 < γ
1

1

La freuenia orrespondiente al máximo de la amplitud se aproxima a lafreuenia natural del osilador ω0 a medida que el rozamiento disminuye.Además el valor máximo de la amplitud aumenta hasta llegar a in�nito uandoel rozamiento es ero. El valor máximo de la amplitud ourre uando ω2
f =

ω2
0 − 2γ2. Cuando ωf = ω0 se die que hay resonania.La veloida es:

v(t) =
ωf

√

(ω2
f − ω2

0)
2 + 4γ2ω2

f

F0

m
cos(ωft − α)La amplitud en la veloidad es máxima uando ωf = ω0, y también es máximala amplitud de la energía inétia. Cuando hay resonania la transferenia deenergía de la fuerza al osilador es máxima.


