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Sistema de Partí
ulasSea un sistema de partí
ulas de masas m1, m2, . . . y ve
tores posi
ión ~r1, ~r2,

. . ., se de�ne el 
entro de masas 
omo el punto 
uyo ve
tor posi
ión es:
~rCM =

m1~r1 + m2~r2 + m3~r3 + . . .

m1 + m2 + m3 + . . .
=

∑

i mi~ri

Mdonde M =
∑

i mi es la masa total del sistema.La velo
idad del 
entro de masas es:
~vCM =

d~r

dt
=

1

M

∑

i

mi

d~ri

dt
=

1

M

∑

i

mi~vi =
1

M

∑

i

~pi =
1

M
~Pdonde ~P =

∑

i ~pi es el momento lineal total del sistema.
~P = M ~vCM ≡ ~PCM

El momento total del sistema es igual al de una partí
ula de masa M ysituada en el 
entro de masas.La varia
ión 
on respe
to al tiempo del momento lineal total es:
d~P

dt
= M

d~vCM

dt
=
∑

i

mi

d~vi

dt
︸ ︷︷ ︸E
. de Newton =

∑

i



~Fi +
∑

j 6=i

~Fij



La fuerza que a
túa sobre la partí
ula i es la suma de la fuerza que agentesexternos al sistema ejer
en sobre la partí
ula i (~Fi fuerza externa) y las fuerzasque el resto de partí
ulas ejer
en sobre esta partí
ula (~Fij: fuerza interna quela partí
ula j ejer
e sobre la i).
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Como ejemplo sea el 
aso de 3 partí
ulas. Las e
ua
iones de Newton son:

m1

d~v1

dt
= ~F1 + ~F12 + ~F13

m2

d~v2

dt
= ~F2 + ~F21 + ~F23

m3

d~v3

dt
= ~F3 + ~F31 + ~F32La suma de las tres e
ua
iones da:

∑

i

mi

d~vi

dt
= ~F1 + ~F2 + ~F3 + ~F12 + ~F21 + ~F13 + ~F31 + ~F23 + ~F32La ter
era ley de Newton impli
a que
~F12 = −~F21

~F13 = −~F31
~F23 = −~F32En general:

~Fij = −~FjiLa e
ua
ión anterior queda:
∑

i

mi

d~vi

dt
= ~F1 + ~F2 + ~F3Volviendo a la e
ua
ión del momento lineal total:

d~P

dt
= M

d~vCM

dt
=
∑

i

mi

d~vi

dt
=
∑

i

~Fi ≡ ~FELa varia
ión del momento lineal total de un sistema de partí
ulas es iguala la suma de las fuerzas externasSi el sistema está aislado, el momento total ~P es 
onstante y la velo
idaddel 
entro de masas ~vCM es 
onstanteEl 
entro de masas se mueve 
omo si en él estuvira una partí
ula de masa
M sometida a una fuerza ~FE
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Ejemplo

♦ Una granada que 
ae verti
almente explota 
uando se halla a una altura de2000 m y tiene una velo
idad de 60 m/s dividiendose en dos fragmentos iguales.Inmediatamente después de la explosión uno de los fragmentos se mueve ha
iaabajo a 80 m/s. En
ontrar la posi
ión del 
entro de masas del sistema al 
abode 10 s.
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Como los dos fragmentos son iguales m1 = m2 = m/2. La úni
a fuerza externaque a
tua es la gravedad. Después de la explosión F1 = −m1g y F2 = −m2g yla fuerza total externa sigue siendo −mg, 
omo antes de la explosión (Esto nosería así si la fuerza de gravedad dependiera de la posi
ión de las partí
ulas)Debido a esto el 
entro de masas se mueve 
omo si no hubiera habido explosión(ésta es debido a una fuerza interna del sistema):
hCM = h + v0t −

1

2
gt2 = 2000 − 60 × 10 −

1

2
10 × 100 = 900mSe puede resolver este problema 
al
ulando la posi
ión de 
ada uno de losfragmentos en t = 10 s. Para ello se ne
esita primero 
ono
er la velo
idad 
onla que sale el segundo fragmento v2: el 
ambio del momento total viene dadopor ∆~P = ~FE∆t; en este 
aso la fuerza externa no es 
ero, pero se puedesuponer que la explosión dura un tiempo extremadamente 
orto: ∆t ≈ 0. Esde
ir que ~P justo antes de la explosión es igual a ~P justo después de la misma:

mv0 =
1

2
mv1 +

1

2
mv2 − 60 =

1

2
80 +

1

2
v2 v2 = −40ms−1
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La posi
ión del primer fragmento a t = 10 s es:

h1 = h + v1t −
1

2
gt2 = 2000 − 80 × 10 −

1

2
10 × 100 = 700my la del segundo

h2 = h + v2t −
1

2
gt2 = 2000 − 40 × 10 −

1

2
10 × 100 = 1100mComo ambos fragmentos tienen la misma masa el 
entro de masas se en
uentraa una altura de

hCM =
1100 + 700

2
= 900m

Dos Partí
ulasEn el 
aso de un sistema 
ompuesto solo por dos partí
ulas se puede resolverusando los resultados obtenidos anteriormente. Las e
ua
iones de movimientoson:
m1

d~v1

dt
= ~F1 + ~F12

m2

d~v2

dt
= ~F2 + ~F21De antes sabemos que

d~P

dt
M

d~vCM

dt
= ~F1 + ~F2 = ~FERestando ambas e
ua
iones :

d~v1

dt
−

d~v2

dt
=

1

m1

(~F1 + ~F12) −
1

m2

(~F2 + ~F21) =

=
1

m1

~F1 −
1

m2

~F2 +

(

1

m1

+
1

m2

)

~F12

~v1 − ~v2 = ~v12 es la velo
idad de la partí
ula 1 relativa a la 2.
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Si el sistema está aislado (~F1 = ~F2 = 0):

d~v12

dt
=

m1 + m2

m1m2

~F12Se de�ne la masa redu
ida de un sistema de dos partí
ulas a la 
antidad:
µ =

m1m2

m1 + m2

En el 
aso de un sistema de dos partí
ulas aisladas las e
ua
iones de movi-miento se redu
en a:
~vCM = 
onstante, µ

~v12

dt
= ~F12

En un sistema de dos partí
ulas aisladas el movimiento relativo de ambases equivalente al movimiento de una partí
ula de masa µ sometida a la fuerzainterna
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C M 

r 
12 

C M 

En el 
aso de una masa mu
ho mayor que la otra:
m1 ≪ m2 µ ≈

m1m2

m2

= m1El movimiento relativo es el de la partí
ula más ligera, la más pesada es 
omosi estuviera en reposo.Cuando el sistema está aislado el 
entro de masas se mueve a velo
idad 
ons-tante. Un observador en el 
entro de masas es un sistema iner
ial. Las velo
i-dades de las partí
ulas medidas en ese sistema son:
~v1

∗ = ~v1 − ~VCM = ~v1 −
m1~v1 + m2~v2

m1 + m2

=
m2

m1 + m2

(~v1 − ~v2) =
m2

m1 + m2

~v12

~v2
∗ = ~v2 − ~VCM = ~v2 −

m1~v1 + m2~v2

m1 + m2

=
m1

m1 + m2

(~v2 − ~v1) = −
m1

m1 + m2

~v12Los momentos son:
~p1

∗ = m1~v1
∗ = µ~v12 ~p2

∗ = m2~v2
∗ = −µ~v12

~P ∗ = 0La última e
ua
ión es debida también a que la velo
idad del 
entro de masasmedida en el sistema 
entro de masas es 
ero: ~vCM
∗ = 0.
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Momento angular de un sistema de partí
ulasEl momento angular total de un sistema de partí
ulas es:

~L = ~L1 + ~L2 + ~L3 + . . . =
∑

i

mi ~ri × ~viy su varia
ión 
on respe
to al tiempo es:
d~L

dt
=

d~L1

dt
+

d~L2

dt
+

d~L1

dt
+ . . . = ~M1 + ~M2 + ~M3 + . . .Sea un sistema de 3 partí
ulas:

~M1 = ~r1 × (~F1 + ~F12 + ~F13)
~M2 = ~r2 × (~F2 + ~F21 + ~F23)
~M3 = ~r3 × (~F3 + ~F31 + ~F32)y la suma es:

∑

i

~Mi = ~r1× ~F1+~r2× ~F2+~r3× ~F3+(~r1−~r2)× ~F12+(~r1−~r3)× ~F13+(~r2−~r3)× ~F23Si las fuerzas internas entre 
ada par de partí
ulas están dirigidas a lo largode la línea que las une: (~ri − ~rj ‖ ~Fij) enton
es:
d~L

dt
=
∑

i

~Mi = ~r1 × ~F1 + ~r2 × ~F2 + ~r3 × ~F3En general si se 
umple la 
ondi
ión de que las fuerzas internas llevan siemprela dire

ión de las líneas que unen 
ada par de partí
ulas:
d~L

dt
= ~ME

Si el sistema está aislado o la suma de los momentos de las fuerzas exterioreses 
ero, el momento angular total del sistema es 
onstante
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En el sistema del 
entro de masas:

~r1 = ~r1
∗ + ~rCM , ~r2 = ~r2

∗ + ~rCM , ~r3 = ~r3
∗ + ~rCM . . .

~v1 = ~v1
∗ − ~vCM , ~v2 = ~v2

∗ − ~vCM , ~v3 = ~v3
∗ + ~vCM . . .

~L = m1~r1 × ~v1 + m2~r2 × ~v2 + . . . =

= m1(~r1
∗ + ~rCM) × (~v1

∗ + ~vCM) + m2(~r2
∗ + ~rCM) × (~v2

∗ + ~vCM) + . . .

= m1~r1
∗ × ~v1

∗ + m2~r2
∗ × ~v2

∗ + . . . + ~rCM × (m1~v1
∗ + m2~v2

∗ + . . .) +

+(m1~r1
∗ + m2~r2

∗ . . .) × ~vCM + (m1 + m2 + . . .)~rCM × ~vCMEl primer término es el momento angular total medido en el sistema 
entrode masa.El segundo término es 
ero ya que la expresión entre paréntesis es la ve-lo
idad del 
entro de masas medida en el sistema 
entro de masas, que es
ero(~vCM
∗ = 0).El ter
er término también se 
an
ela ya el término entre paréntesis es elve
tor posi
ión del 
entro de masas en el sistema 
entro de masas (~rCM

∗ = 0).Finalmente el 
uarto término es el momento angular de una partí
ula 
uyamasa es la masa total M y se moviera 
on el 
entro de masas.
~L = ~L ∗ + M ~rCM × ~vCM



J.Ibáñez; Dpto. Físi
a Teóri
a, UPV/EHU 9
En el 
aso de un sistema de 2 partí
ulas:

~L ∗ = m1~r1
∗ × ~v1

∗ + m2~r2
∗ × ~v2

∗ = ~r1
∗ × ~p1

∗ + ~r2
∗ × ~p2

∗

~r1
∗ = ~r1 − ~rCM = ~r1 −

m1~r1 + m2~r2

m1 + m2

=
m2

m1 + m2

(~r1 − ~r2) =
m2

m1 + m2

~r12

~r2
∗ = ~r2 − ~rCM = ~r2 −

m1~r1 + m2~r2

m1 + m2

= −
m1

m1 + m2

(~r1 − ~r2) = −
m1

m1 + m2

~r12Sustituyendo estas e
ua
iones
~L ∗ =

m2~r12 × µ~v12

m1 + m2

+
m1~r12 × µ~v12

m1 + m2es de
ir para un sistema de 2 partí
ulas:
~L ∗ = µ ~r12 × ~v12
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Trabajo y energía de un sistema de partí
ulasEl trabajo en sistema de partí
ulas viene dado por:

dW = dW1 + dW2 + . . . =

= (~F1 + ~F12 + ~F13 + . . .) · d~r1 + (~F2 + ~F21 + ~F23 + . . .) · d~r2 + . . . =

= ~F1 · d~r1 + ~F2 · d~r2 + . . .
︸ ︷︷ ︸Trabajo externo + ~F12 · d~r12 + ~F13 · d~r13 + . . .

︸ ︷︷ ︸Trabajo interno =

= dWE + dW I

1

2

3
1

2

3

A B

El trabajo total entre la situa
ión A y la B es:
W =

∫ B

A
(~F1 + ~F12 + ~F13 + . . .) · d~r1 +

∫ B

A
(~F2 + ~F21 + ~F23 + . . .) · d~r2 + . . . =

=
1

2
m1v

2

1
(B) −

1

2
m1v

2

1
(A) +

1

2
m2v

2

2
(B) −

1

2
m2v

2

2
(A) + . . . =

= T (B) − T (A) = WE + W Idonde T es la energía 
inéti
a total
T =

1

2
m1v

2

1
+

1

2
m2v

2

2
+ . . . =

∑

i

1

2
miv

2

iSi las fuerzas internas son 
onservativas:
W I =

∫ B

A

~F12 · d~r12 +
∫ B

A

~F13 · d~r13 + . . . = V12(A) − V12(B) + V13(A) − V13(B) + . . .

= Vint(A) − Vint(B)
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T (B) − T (A) = WE + Vint(A) − Vint(B)

T (B) + Vint(B) − [T (A) + Vint(A)] = WESe de�ne energía propia del sistema a:
U = T + Vint =

∑

i

1

2
miv

2

i + Vint

Si el sistema está aislado la energía propia se 
onserva: U(B) = U(A).Si las fuerza sexternas son 
onservativas:
WE =

∫ B

A
(~F1 · d~r1 + ~F2 · d~r2 + . . .) = Vext(A) − Vext(B)y

T (B) + Vext(B) + Vint(B) = T (A) + Vext(A) + Vint(A)Se de�ne energía total del sistema a
E = T + Vext + Vint

E permane
e 
onstante a lo largo del movimiento del sistema.
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Generalmente Vint depende de la posi
ión relativa de las partí
ulas y por tantono depende del sistema de referen
ia. Se de�ne energía interna a la energíapropia medida en el sistema de referen
ia del 
entro de masas:

Uint = T ∗ + VintLa energía 
inéti
a de un sistema de partí
ulas es:
T =

∑

i

1

2
miv

2

i =
1

2
m1v

2

1
+

1

2
m2v

2

2
+ . . . =

=
1

2
m1(~v1

∗ + ~vCM)2 +
1

2
m2(~v2

∗ + ~vCM)2 + . . . =
1

2
m1v

∗
1

2 +
1

2
m2v

∗
2

2 . . . +

+
1

2
(m1 + m2 + . . .)v2

CM + (m1~v1
∗ + m2~v2

∗ + . . .) · ~vCMEl último término es 
ero ya que el término entre paréntesis es propor
ionala la velo
idad del 
entro de masas medida en el sistema 
entro de masas, quees 
ero.
T = T ∗ +

1

2
Mv2

CM

En un sistema de dos partí
ulas:
T ∗ =

1

2
m1v

∗
1

2 +
1

2
m2v

∗
2

2 =
1

2

m1m
2

2

(m1 + m2)2
v2

12
+

1

2

m2

1
m2

(m1 + m2)2
v2

12

T ∗ =
1

2
µ v2

12
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ColisionesSe supone dos partí
ulas 1 y 2 aisladas se aproximan entre sí y la intera

iónentre ellas ha
e que sus traye
torias se 
urven y 
ambien sus momentos. Al�nal se vuelven alejar.
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������������������
������������������

m

m

m’

1

2

2

m’1

p
1

p
2

p’

p’

1

2

C M

Aunque la masa total se 
onserva puede o
urrir que haya una reordena
ión delas masas ini
iales (rea

ión quími
a). Debido a que es un sistema aislado elmomento total se 
onserva:
~p1 + ~p2 = ~p1

′ + ~p2
′La 
onserva
ión de la energía es:

p2

1

2m1

+
p2

2

2m2

+ Vint =
p1

′2

2m′
1

+
p1

′2

2m′
2

+ V ′
intSe de�ne Q ≡ Vint − V ′

int:
T ′ = T + Q, →

p1
′2

2m′
1

+
p1

′2

2m′
2

=
p2

1

2m1

+
p2

2

2m2

+ QSi Q = 0 la energía 
inéti
a se 
onserva y es una 
olisión elásti
a. Si Q 6= 0 esuna 
olisión inelásti
a. Cuando Q < 0 la energía 
inéti
a disminuye después dela 
olisión y la energía poten
ial interna aumenta. Lo 
ontrario 
uando Q > 0.
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Varia
ión 
on respe
to al tiempo Sistema partí
ulas 2 partí
ulas,CMMomento lineal d~P

dt
= ~F E ~P = M~vCM

~P ∗ = 0 aMomento angular d~L

dt
= ~ME b ~L = M~rCM × ~vCM + ~L ∗ ~L ∗ = µ~r12 × ~v12Energía 
inéti
a T = 1

2
M v2

cm
+ T ∗ T ∗ = 1

2
µ v2

12aesta 
ondi
ión se veri�
a para 
ualquier número de partí
ulasbsolo si las fuerzas internas llevan la dire

ión de las líneas que unen pares de partí
ulas
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Las e
ua
iones anteriores pueden ser es
ritas en el sistema 
entro de masas.Usualmente la energía poten
ial es independiente del sistema de referen
ia.

C M

p p* *

p’

p’

*

*

1

1

2

2

~p1
∗ + ~p2

∗ = 0 = ~p1
′∗ + ~p2

′∗El módulo de ~p1
∗ es igual pero de signo 
ontrario del de ~p2

∗. Lo mismo 
onlos ve
tores ~p1
′∗ y ~p2

′∗:
1

2

(

1

m′
1

+
1

m′
2

)

p1
′∗2

=
1

2

(

1

m1

+
1

m2

)

p1
∗2 + Q

p1
′∗2

2µ′
=

p1
∗2

2µ
+ Q

Si el 
hoque es elásti
o (Q = 0) y las masas son iguales antes y después de la
olisión (µ′ = µ):
p1

′∗ = p1
∗ ⇒ p2

′∗ = p2
∗En el sistema de referen
ia del 
entro de masas 
ada partí
ula 
onserva suenergía 
inéti
a.
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Ejemplo

♦ Dos partí
ulas de masa m1 y m2 se mueven 
on velo
idades ~v1 y ~v2. Al
olisionar quedan unidas moviéndose 
onjuntamente. Determinar el valor de
Q en esta 
olisión

C M

m

m

1

2

m  + m1 2

( i ) ( f )

Q = T ′ − T =
1

2
(m1 + m2)v

′2 −
1

2
m1v

2

1
−

1

2
m2v

2

2La velo
idad �nal es la del 
entro de masas:
~v ′ =

m1~v1 + m2~v2

m1 + m2Sustituyendo:
Q =

1

2

(m1~v1 + m2~v2)
2

m1 + m2

−
1

2
m1v

2

1
−

1

2
m2v

2

2
=

= −
m1m2(v

2

1
+ v2

2
− 2~v1 · ~v2)

m1 + m2

= −
1

2
µ v2

12Si se resuelve este problema en el sistema de 
entro de masas:
0 =

1

2
(m1+m2)v

′∗2
=

1

2
m1v

∗
1

2+
1

2
m2v

∗
2

2+Q

Q = −T∗ = −
1

2
µv2

12

mm1 2

V ’ = 0*


