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Sistema de Particulas

Sea un sistema de particulas de masas mq, mo, ... y vectores posicion 7, 79,
., se define el centro de masas como el punto cuyo vector posiciéon es:

m1771+m2772+m3773+... . szlﬁ
mi—+mo+m3g+ ... M

oM =
donde M = 3, m; es la masa total del sistema.

La velocidad del centro de masas es:

dar’ 1 d?” 1 1 =
veMm =y Z Z mith = 420 =

donde P = > p; es el momento lineal total del sistema.

ﬁZMUCMEﬁCM

El momento total del sistema es igual al de una particula de masa M y
situada en el centro de masas.

La variacion con respecto al tiempo del momento lineal total es:

— = M— = = = =X |E+XF
dt a2 Mg Z( +]Z¢z ])

Ec. de Newton

La fuerza que actua sobre la particula ¢ es la suma de la fuerza que agentes
externos al sistema ejercen sobre la particula (ﬁz fuerza externa) y las fuerzas
que el resto de particulas ejercen sobre esta particula (ﬁij: fuerza interna que
la particula j ejerce sobre la 7).
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Como ejemplo sea el caso de 3 particulas. Las ecuaciones de Newton son:

dv -, -, "
my — = Fy+ Fio+ Fis

dt

dv: o o .
m2d—t2 = Iy + Iy + Fyg

dU — — —
m3d—; = F3+ F31 + F3

La suma de las tres ecuaciones da:

—

45— . . ..
Zmzd—; = Fy+ Fo+ F3+ Fio + Foy + Fig + F31 + Fag + F3o
;
La tercera ley de Newton implica que
Fly = —Fy Fig = —Fy Foy = —Fyy
En general:
Fij = —Fj;

La ecuacion anterior queda:

dv;, = = =
Zmi%:F1+F2+F3

Volviendo a la ecuacion del momento lineal total:

dP Ao dv; L
=M™ o T S F=F
dt G Mg T2

La variacion del momento lineal total de un sistema de particulas es igual
a la suma de las fuerzas externas

Si el sistema esta aislado, el momento total P es constante y la velocidad
del centro de masas Uy, es constante

El centro de masas se mueve como si en él estuvira una particula de masa
M sometida a una fuerza F*
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Ejemplo

> Una granada que cae verticalmente explota cuando se halla a una altura de
2000 m y tiene una velocidad de 60 m /s dividiendose en dos fragmentos iguales.
Inmediatamente después de la explosion uno de los fragmentos se mueve hacia
abajo a 80 m/s. Encontrar la posicion del centro de masas del sistema al cabo

de 10 s.
Om m, I m, ———— > t=0
A
\6 l CM+‘ t=10s
h=2000 m ¢
h, h,

G

Como los dos fragmentos son iguales m; = mo = m/2. La tnica fuerza externa
que actua es la gravedad. Después de la explosion F} = —mqigy Fh = —mag y
la fuerza total externa sigue siendo —mg, como antes de la explosion (Esto no
seria asi si la fuerza de gravedad dependiera de la posicion de las particulas)
Debido a esto el centro de masas se mueve como si no hubiera habido explosion
(ésta es debido a una fuerza interna del sistema):

1, 1
hear = h+ ot = Sgt* = 2000 — 60 x 10 — 10 x 100 = 900m

Se puede resolver este problema calculando la posicion de cada uno de los
fragmentos en ¢ = 10 s. Para ello se necesita primero conocer la velocidad con
la que sale el segundo fragmento vo: el cambio del momento total viene dado
por AP = ﬁEAt' en este caso la fuerza externa no es cero, pero se puede
suponer que la explosion dura un tiempo extremadamente corto: At =~ 0. Es
decir que P justo antes de la explosion es igual a P justo después de la misma:

1 1 1
muy = §mv1 + imvg — 60 = 580 + 51}2 Vo = —40ms ™
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La posicion del primer fragmento a ¢ = 10 s es:
1 1
hi=h+ vt — §gt2 = 2000 — 80 x 10 — 510 x 100 = 700m
y la del segundo
1, 1
ho = h + vot — igt = 2000 — 40 x 10 — 510 x 100 = 1100m

Como ambos fragmentos tienen la misma masa el centro de masas se encuentra
a una altura de

1100 + 700
how = + — 900m

Dos Particulas

En el caso de un sistema compuesto solo por dos particulas se puede resolver
usando los resultados obtenidos anteriormente. Las ecuaciones de movimiento
son:

@ g R
my 7t 11+ 12
dvs - -
— = K4+ F
mo It o+ Lo
De antes sabemos que
dP dicy = = =
—M =F +F=F
dt dt 12
Restando ambas ecuaciones :
dv;  du, 1 = - 1 = -
— — — = —(F}+ Fj9) — —(F5 + Fy) =
7l o m1( 1+ 12) m2( o+ 21)
1 = 1 = 1 -
= —F1 — —F2+ <—+—> F12
ma mo ma mo

U1 — Uy = U19 es la velocidad de la particula 1 relativa a la 2.
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Si el sistema esta aislado (ﬁl — [ = 0):

dﬁlg

my + msy =

dt

mimso

Fio

Se define la masa reducida de un sistema de dos particulas a la cantidad:

mims

my + ms

En el caso de un sistema de dos particulas aisladas las ecuaciones de movi-

miento se reducen a:

Ucm = constante,

V12

dt

Fio

—

En un sistema de dos particulas aisladas el movimiento relativo de ambas

es equivalente al movimiento de una particula de masa p sometida a la fuerza

interna
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M
¢ CM

r
12

En el caso de una masa mucho mayor que la otra:

mims
mp < mo H~ — =1y
M2
El movimiento relativo es el de la particula mas ligera, la més pesada es como

si estuviera en reposo.

Cuando el sistema esta aislado el centro de masas se mueve a velocidad cons-
tante. Un observador en el centro de masas es un sistema inercial. Las veloci-
dades de las particulas medidas en ese sistema son:

- Lo L MU+ mat mo S S me
v = v = Vou =1 — = (U] — Uh) = ———719
my + Mo my + Mo my + ms
ooy . ~ L MU + mats mq L. my
Uy" = Uy — Voyu = Uy — = (U — U]) = —————Uo
my + Mo my + Mo my + Mo
Los momentos son:
— % — %k — — % — X v g _)*
P11 =m0 = plia Pa =mely = —puvip PT =0

La ultima ecuacion es debida también a que la velocidad del centro de masas
medida en el sistema centro de masas es cero: vopr * = 0.
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Momento angular de un sistema de particulas

El momento angular total de un sistema de particulas es:

[_;:[—:1—#524—53—{—...:2?7%7:;)(@

7

y su variaciéon con respecto al tiempo es:

dl  dL, dL, dL
_aln 2, %4

%—dt—f—dt dt +...=M1+M2—|—M3+...

Sea un sistema de 3 particulas:

M, = 7 % (ﬁ1+F12+F13)
My = 75 X (Fy+ Fo + Fa3)
Ms = 75 x (F3+ F31 + Fso)

ZMZ'Z_EX 1—|—_)2X 2+773XF_;3+(771—772)Xﬁlg—{—(??l—??g)Xﬁlg—l—(??g—Fg)Xﬁgg
i

Si las fuerzas internas entre cada par de particulas estan dirigidas a lo largo
de la linea que las une: (7; — 7 || Fj;) entonces:
dl_-: - N — N — N —
E:ZMi:rl XF1—|—7"2><F2-|—7"3><F3
i
En general si se cumple la condicion de que las fuerzas internas llevan siempre
la direccion de las lineas que unen cada par de particulas:

dl -
— — ME
dt

Si el sistema esta aislado o la suma de los momentos de las fuerzas exteriores
es cero, el momento angular total del sistema es constante
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En el sistema del centro de masas:

o= r +rom, ro ="y +Tcm, T3=T73 +Tcm---

— — % — — — % — — — % —

V1 = U1 — UCM, Uy = Uy — Uom, U3=1U3 +UoM--.
L = mur] X U1 +mory X Uy + ... =

= ml(f’l*—l—FCM) X (171*+UCM)+77’L2(772*-|—770M) X (172*+170M)—|—...
= mlf’l*><171*—|—m2772*><172*—|—...—|—770M>< (m161*+m2172*-|—)+

+(m1??1*+m2??2*...) XUCM+(m1+m2+...)'FCM XrUCM

El primer término es el momento angular total medido en el sistema centro
de masa.

El segundo término es cero ya que la expresion entre paréntesis es la ve-
locidad del centro de masas medida en el sistema centro de masas, que es
cero(venr * = 0).

El tercer término también se cancela ya el término entre paréntesis es el
vector posicion del centro de masas en el sistema centro de masas (op * = 0).

Finalmente el cuarto término es el momento angular de una particula cuya
masa es la masa total M y se moviera con el centro de masas.

L=L"+Mrcy X Ucym
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En el caso de un sistema de 2 particulas:

- Xk

L =mm " X0 +mory™ X 0" =1 Xﬁl*—l—FQ*XﬁQ*

. . L mT A+ mery mo S
rn = Tr—Trcm="T1— = Ty —
my + Mo my + Mo
S L miTy A+ mery mi
rg. = Tr2—7rcm ="T2— = -
my + mo my + Mo
Sustituyendo estas ecuaciones
I+ — maTi2 X [U12 4 miriz X [y
my + Mo my + Mo

es decir para un sistema de 2 particulas:

_’* — —
L™ = pris X vig
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Trabajo y energia de un sistema de particulas

El trabajo en sistema de particulas viene dado por:

dW = dWi+dWy+ ... =
= (Fi+Fio+Fis+..)-div+ (Fo+ Fy + Fos+...) -diy+ ... =
= Fdiy+ Fy-div+ ...+ Fly-difps+ Fi3 - difz + ... =

Trabajo externo Trabajo interno
= WP +dw!
A B
2@ 2
@z
1@ / ® >

El trabajo total entre la situacion A y la B es:

W = / (F1+F12+F13 E d7"1-|-/ F2+F21+F23+---)'d772—|—...:

1 1 1 1
= imlv%(B) — §m1v1(A) + §m2v2(B) — imQUQ(A) +...=
= T(B)—T(A) =W¥ 4+ Ww!
donde T es la energia cinética total
1 1 1
T = §m11)1 + 2m2’U2 zz: 5 22

Si las fuerzas internas son conservativas:

B - B
WI = /A F12-d?712+/A F13'd7713+'--:‘/12(14)_‘/12(3)—1—‘/13(14)—‘/13(3)—}—

— mt(A) - ‘/mt(B)
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T(B) + Viu(B) = [T(A) + Vi (A)] = W*

Se define energia propia del sistema a:

1

Si el sistema esta aislado la energia propia se conserva: U(B) = U(A).

Si las fuerza sexternas son conservativas:

E B2 .o | A =
W= [(Fi-diy + Fy-dis +...) = Veu(A) = Veu(B)

T(B) + ‘/:ext(B) + V;nt(B) - T(A) + ‘/:ext(A) + V;nt(A)

Se define energia total del sistema a

E:T+%xt+‘/int

E permanece constante a lo largo del movimiento del sistema.
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Generalmente V;,,; depende de la posicién relativa de las particulas y por tanto
no depende del sistema de referencia. Se define energia interna a la energia
propia medida en el sistema de referencia del centro de masas:

Uint =T + ‘/int

La energia cinética de un sistema de particulas es:

1 1 1
T = %: §mlvl2 = §m11}% + §m2v§ +...=
1 — 2 1 1 x2
= iml(m + Uonr)” + =ma (U™ + Uon)” + UL + LD -
—|—§(m1 +Mm9o + .. )’U%M + (mlﬁl ¥ + mgﬁg ¥ + .. ) : UCM

El altimo término es cero ya que el término entre paréntesis es proporcional
a la velocidad del centro de masas medida en el sistema centro de masas, que
es cero.

1
T=T"+ §MU%M

En un sistema de dos particulas:

1 5 1 s 1 mm3 o, 1 mimy 9
T = —mqvi” + —=mavy” = = v —
2 i 2 272 2 (m1 + m2)2 12 2 (m1 + m2)2 12
1
" = Su U%z
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Colisiones

Se supone dos particulas 1 y 2 aisladas se aproximan entre si y la interaccion
entre ellas hace que sus trayectorias se curven y cambien sus momentos. Al
final se vuelven alejar.

_

_

Aunque la masa total se conserva puede ocurrir que haya una reordenacion de
las masas iniciales (reaccion quimica). Debido a que es un sistema aislado el
momento total se conserva:

P+ pe=p1" +po’

La conservacion de la energia es:

rio n”  p”
L4 2 gy, =44V
omy | 2ms " 2ml | 2mb ™
Se define Q = Vjy — Vo 4
12 12 2 2

lel 2m’2 2m1 2m2

Si (Q = 0 la energia cinética se conserva y es una colision elastica. Si () # 0 es
una colision inelastica. Cuando ) < 0 la energfa cinética disminuye después de
la colision y la energia potencial interna aumenta. Lo contrario cuando ) > 0.
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14

Variacion con respecto al tiempo

Sistema particulas

2 particulas,CM

Momento lineal L — pF P = Moy Pr—qo
Momento angular db — B L= Mftey x Oop +L* | L = pifta X Uia

Energia cinética

T=1Mv2, +T*

* 1 2
T = spvy

%esta condicion se verifica para cualquier nimero de particulas
bsolo si las fuerzas internas llevan la direccién de las lineas que unen pares de particulas
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Las ecuaciones anteriores pueden ser escritas en el sistema centro de masas.
Usualmente la energia potencial es independiente del sistema de referencia.

CM

— %

PP =0=p""+ph

El modulo de p1 * es igual pero de signo contrario del de p5 *. Lo mismo con
— ¥,

los vectores 71" v pa

1/1 1Y\ e 1/1 1Y\ .
§<—+—/>P1' :§<—+—>p12+62

my  mb mp o ms

Si el choque es eldstico (@ = 0) y las masas son iguales antes y después de la
colision (p/ = p):
% * 1% *
P =n = P2 =Dp2
En el sistema de referencia del centro de masas cada particula conserva su
energia cinética.
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Ejemplo

¢ Dos particulas de masa m; y mo se mueven con velocidades ¥ y v5. Al
colisionar quedan unidas moviéndose conjuntamente. Determinar el valor de
() en esta colision

e (iy ()

1 1
Q=T -T= §(m1 + mg)v? — §m1v% — §m21)§

La velocidad final es la del centro de masas:

. m1171 + mQUQ

—/

mi + ms
Sustituyendo:
1 (Mt + math)? 1 1
Q = —( 1l 202) — MY — —magvs =
2 mi + Mms 2 2
. _mlmg(v% + U% — 2?71 . ?72) . _1 ’U2
n my + Mo N 2'LL 12

Si se resuelve este problema en el sistema de centro de masas:

my
> - =@
1 %2 1 *2 1 *2
0= §(m1+m2)v = v +§m202 +Q

1 e
Q=—Tx= gy, Q.




