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Trabajo y EnergíaA partir de la euaión de Newton se puede integrar una vez:

∫ p

p0

d~p =
∫ t

t0

~F dt ~p − ~p0 =
∫ t

t0

~F dtLa antidad
~I =

∫ t

t0

~F dtse la denomina impulso y desribe uanto ambia el momento lineal de lapartíula en un ierto intervalo de tiempo debido a la aión de la fuerza ~F .Una fuerza muy fuerte atuando durante un orto intervalo de tiempo puedeser equivalente (produir un ambio de momento similar) a una fuerza débilatuando durante un lapso de tiempo más largo.Si se onoe ~F omo funión de t la integral anterior se puede realizar y obtener
~p(t). Volviendo a integrar se obtiene ~r(t). Sin embargo en la mayor parte delos asos se onoe ~F omo funión de ~r: es deir omo funión de la posiiónde la partíula:

~F = ~F (~r) = ~F (x, y, z)Por tanto la integral anterior no puede ser evaluada. Se neesita otros métodosmatemátios de evaluaión.TrabajoSea una partíula que se mueve bajo la aión de una fuerza ~F . En un tiempo
dt realiza un desplazamiento in�nitesimal d~r. El trabajo efetuado por la fuerzadurante el desplazamiento in�nitesimal se de�ne omo:

dW = ~F ·d~r = Fds cos θ = FT ds

[W ] = ML2T−2 = Nm ≡ J(Julio)
O

r
F

V

dr
θ
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En un movimiento irular uniforme ~F es siempre perpendiular a d~r y portanto el trabajo es ero.La de�niión anterior es para un desplazamiento in�nitesimal. Si se onsideraun desplazamiento �nito:

W = ~F1 · d~r1 + ~F2 · d~r2 + . . .

W =
∑ ~Fi · d~ri

W =
∫ B

A

~F · d~r =
∫ B

A
FTds

F

F
F

F F

dr

dr
dr

dr dr
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Si se onoe FT omo funión de s (espaio reorrido a lo largo de la traye-toria) la integral anterior se puede alular.Un aso partiular es uando ~F es onstante en direión y magnitud y eluerpo se mueve en línea reta en la direión de la fuerza:
W =

∫ B

A

~F · d~r =
∫ B

A
Fdr = F

∫ B

A
dr = FsABdonde sAB es la distania entre el punto A y el punto BEn general:

W =
∫ B

A

~F · d~r =
∫ B

A
(Fx(x, y, z) dx + Fy(x, y, z) dy + Fz(x, y, z) dz)



J.Ibáñez; Dpto. Físia Teória, UPV/EHU 3
Ejemplo

♦ Al olgar de un resorte una masa de 4 Kg. éste se extiende 1,5 m. Calularel trabajo para extender el resorte una distania de 2 m. sin aeleraión.
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x=1,5 cm.

Un muelle extendido una longitud x experimenta una fuerza F = −kx quehae que vuelva a su posiión de equilibrio. k es la onstante de reuperaióndel muelle ([k℄=NL−1). Por tanto para extender sin aeleraión el muelle unalongitud x hay que ejerer una fuerza kx.Al olgar una masa de 4 Kg. el muelle se extiende 1,5 m., es deir:
mg = kx ⇒ k =

mg

x
=

4 x 10

1, 5 x 10−2
= 2, 6 x 103N/mPara extender el muelle sin aeleraión neesitamos ejerer una fuerza kx. Eltrabajo relaizado por esta fuerza es:

W =
∫ B

A

~F · d~r =
∫ x

0
kx dx =

1

2
kx2Es deir

W =
1

2
kx2 =

1

2
2, 6 x 103 x (2 x 10−2)2 = 5, 2 x 10−1 J
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Si sobre una partíula atúan varias fuerzas:

dW = dW1 + dW2 + dW3 + . . . = ~F1 · d~r1 + ~F2 · d~r2 + ~F3 · d~r3 + . . . =

= (~F1 + ~F2 + ~F3 + . . .) · d~r = ~F · d~rPoteniaSe de�ne potenia instantánea omo la variaión de trabajo por unidad detiempo:
P =

dW

dt
[P ] = ML2T−3 = J sg−2 ≡ Watt

P = ~F · d~r

dt
= ~F · ~vLa potenia promedio durante un tiempo t es el trabajo total desarrollado enese tiempo dividido por t:

P̄ =
W

tEnergía inétiaSea una partíula sometida a una fuerza total ~F . El trabajo relaizado en undesplazamiento d~r es:
dW = ~F · d~r = FT ds = m

dv

dt
ds = m

dv

dt
v dt = m v dvEl trabajo entre un los puntos A y B de la trayetoria es:

W =
∫ B

A

~F · d~r =
∫ vB

vA

m v dv =
1

2
m v2

∣

∣

∣

∣

∣

vB

vA

=
1

2
m v2

B − 1

2
m v2

A
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Se de�ne energía inétia a la antidad:

T =
1

2
m v2

El trabajo entre un los puntos A y B es:
W = TB − TA

Ejemplo
♦ Sea un resorte de onstante de reuperaión k situado horizontalmente. Lamasa m su extremo se desplaza iniilamente una longitud a y se suelta. Cal-ular la energía inétia unado se enuentra a una distania x de la posiiónde equilibrio.
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El desplazamiento y la fuerza llevan la misma direión x. La posiión A esla ondiión iniial (vA = 0) y la posiión B es la posiión �nal, donde eldesplazamiento es x y la veloidad es v:
W = TB − TA =

1

2
mv2 =

∫ B

A

~F · d~r =
∫ x

a
(−kx) dx =

1

2
k(a2 − x2)es deir:

v =

√

√

√

√

k

m
(a2 − x2)
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Energía potenialLa expresión general del trabajo entre las posiiones A y B era:
W =

∫ B

A

~F · d~r =
∫ B

A
(Fx(x, y, z) dx + Fy(x, y, z) dy + Fz(x, y, z) dz)Esta integral se de�ne omo integral de amino ya que depende de la traye-toria (amino) que une los puntos A y B. Si la trayetoria ambia, el valor dela integral también. En general se veri�a que

W =
∮

C

~F · d~r 6= 0 A = B

C

Se de�ne fuerza onservativa aquella para la que la integral de amino nodepende de la trayetoria sino de los puntos iniial y �nal . O
∮

C

~F · d~r = 0 ∀ CSi ~F es una fuerza onservativa entones existe una funión V (x, y, z) deno-minada energía potenial tal que
~F · d~r = −dV W =

∫ B

A

~F · d~r = −
∫ B

A
dV = VA − VB
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De la de�niión de fuerza onservativa:

~F · d~r = −dV

Fx dx + Fy dy + Fz dz = −∂V

∂x
dx − ∂V

∂y
dy − ∂V

∂z
dzEs deir:

Fx = −∂V

∂x
Fy = −∂V

∂y
Fz = −∂V

∂z

~F = −~∇ V

En la de�niión de energía potenial siempre aparee una onstante arbitra-ria: Si V (x, y, z) satisfae las euaiones anteriores V + C, donde C es unaonstante, también. Esta onstante se anela al alular el trabajo realizadoentre dos posiiones. Usualmente la onstante C se �ja de�niendo el nivel erode la energía potenial:
Ejemplo

♦ Enontrar la energía potenial de la fuerza gravitatoria en la super�ie dela tierra.La fuerza es ~F = −mg~uy donde la oordenada y ha sido de�nida a lo largode la vertial siendo y = 0 la super�ie de la tierra:
−mg = −dV

dy
V =

∫

mg dy V = mgy + Cdonde C es una onstante de integraión. Se �ja ahora el nivel ero de laenergía potenial: en este aso lo más simple es tomar V = 0 en y = 0.Sustituyendo en la euaión anterior: C = 0
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Ejemplo

♦ Demostrar que si una fuerza es entral y su módulo depende solo de rentones es onservativa y V = V (r) = −dF/dr. Apliarlo al aso F (r) =

k/r2 donde k es una onstante.Si V = V (r) on r =
√

x2 + y2 + z2, entones:
∂V

∂x
=

dV

dr

∂r

∂x
=

dV

dr

x

rLo mismo para las otra oordenadas:
∂V

∂y
=

dV

dr

y

r

∂V

∂z
=

dV

dr

z

rPor otra parte si la fuerza es entral
~F = F (r)~ur = F (r)

~r

r

Fx = F (r)
x

r
Fy = F (r)

y

r
Fz = F (r)

z

rComparando on lo anterior
F (r) = −dV

drEn el aso F (r) = k/r2:
dV

dr
= − k

r2
V = −

∫ k

r2
dr V =

k

r
+ CLa osntante C se �ja determinando el nivel ero de la energía potenial. Lomás simple en este aso es tomar V = 0 en r = ∞ lo que da C = 0.
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Conservaión de la energíaCuando la fuerza que atúa sobre una partíula es onservativa, al alular eltrabajo entre dos posiiones arbitrarias:

W = TB − TA = VA − VB ⇒ TA + VA = TB + VBComo las posiiones son arbitrarias,lo anterior signi�a que la antidad
E = T + V

llamada energía total, permanee onstante a lo largo de la trayetoria.
Ejemplo

♦ Determinar la altura mínima h desde la que la bola ha de empezar a aerpara ompletar el movimiento.
N

N

N

mg

mg

mg

R

h

V=0

A

B
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La fuerzas que atúan son la fuerza de la gravedad m~g y la normal ~N . Si sealula el trabajo entre la posiión A y la B:

W =
∫ B

A
(m~g + ~N) · d~rComo la fuerza normal es ortogonal a la trayetoria ~N · d~r = 0, es deir estafuerza no ontribuye al trabajo. La únia fuerza que hay que tener en uentaes la de gravedad que es una fuerza onservativa uyo potenial es V = mgysiendo y la altura respeto de la super�ie horizontal. Por la onservaión dela energía:

TA + VA = TB + VB mgh =
1

2
mv2

B + mg2REn el punto B la fuerza total está dirigida en la direión del radio, luego, enese punto toda la aeleraión es normal:
N + mg = maN = m

v2
B

R
⇒ mv2

B = R(N + mg)Sustiuyendolo en la euaión anterior:
mgh =

5

2
mgR +

1

2
NRYa que N no puede ser negativa la altura mínima se obtiene uando N = 0:

h =
5

2
R
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Movimiento retilíneoEn el aso del movimiento en una dimensión x, el potenial solo depende dediha oordenada V = V (x) y la energía es:

E =
1

2
m v2 + V (x) =

1

2
m

(

dx

dt

)2

+ V (x)

dx

dt
=

√

√

√

√

2

m
[E − V (x)]

∫ x

x0

dx
√

2

m
[E − V (x)]

=
∫ t

0
dt = tLa expresión anterior da una relaión entre x y t que permite enontrar x(t)on lo que queda resuelto el problema del movimiento retilíneo.En el aso en el que la integral anterior sea ompliada, se puede obtener unadesripión ualitativa del movimiento mediante el estudio de la urva de laenergía potenial y teniendo en uenta:

T = E − V (x) ≥ 0 F = −dV

dx

Ejemplo
♦ Desribir el movimiento en una dimensión de una partíula de masa msometida a un potenial V = x3 − 3x.La fuerza es

F (x) = −dV

dx
= 3x2 − 3Cuando la pendiente de la urva V (x) es positiva la fuerza es negativa yvieversa:

F ≥ 0, x < −1, x > 1 F ≤ 0, −1 < x < 1Los puntos de máximo y mínimo (dV/dx = 0) son puntos de equilibrio estable,los mínimos, y puntos de equilibrio inestable los máximos.
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E
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Si la partíula tiene una energía total
E1: La partíula solo se puede mover en la región −∞ < x < x1 ya queen el resto E1 < V (x). Si la partíula omienza su movimiento en x = −∞on veloidad in�nita positiva, la fuerza la va frenando, ya que es negativa.Cuando llegue al punto x1 la veloidad es ero (E1 = V (x1) ⇒ T = 0), peroomo la fuerza es negativa omenzará a moverse haia la izquierda, regresandoa x = −∞. El punto x1 se denomina punto de retorno.
E2: La región permitida es −∞ < x < x2 y x = b que es un punto deequilibrio estable. Si la partíula se enontrara en la primera región su movi-miento sería similar al desrito anteriormente siendo x2 el punto de retorno.Si la partíula se enontrara en x = b estaría en reposo: E2 = V (b).
E3: Hay dos regiones permitidas: −∞ < x < x3 y x4 < x < x5. Si seenontrara en la primera el movimiento sería similar al desrito en el primeraso. Si la partíula se enontrara entre x4 y b moviéndose, por ejemplo, haiala dereha, ya que la fuerza es positiva es aelerado aumentando su veloidad.En el punto b la veloidad es máxima (E3 − V (x) es máximo en ese punto).A partir de ahí la fuerza es negativa y omienza a frenarse hasta el punto

x5 que es un punto de retorno. En x5 la veloidad es ero pero la fuerza esnegativa luego omienza a moverse haia la izquierda pasando de nuevo por b
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on máxima veloidad, pero negativa, hasta el punto de retorno x4 y vuelveotra vez haia la dereha repitiendo el mismo movimiento. En esta región (pozode potenial ) el movimiento es osilatorio.

E4: La región permitida es −∞ < x < x6. Si la partíula viene desde
x = −∞ se va frenando hasta alanzar el punto x = a (punto de equilibrioinestable). Alanza este punto on v = 0 y omo la fuerza es ero se quedaríaahí en reposo. También puede moverse en la parte dereha siendo x6 el puntode retorno, pero a diferenia del aso anterior no osilaría ya que alanza elpunto a on veloidad ero quendándose en reposo.

E5: La región permitida es −∞ < x < x7 siendo x7 el punto de retorno.


