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Trabajo y Energia

A partir de la ecuacion de Newton se puede integrar una vez:
/podp—/tOth D — Py = toth
La cantidad
r=| "Fat
=,

se la denomina #mpulso y describe cuanto cambia el momento lineal de la
particula en un cierto intervalo de tiempo debido a la accién de la fuerza F.
Una fuerza muy fuerte actuando durante un corto intervalo de tiempo puede

ser equivalente (producir un cambio de momento similar) a una fuerza débil
actuando durante un lapso de tiempo més largo.

Si se conoce F' como funcion de ¢ la integral anterior se puede realizar y obtener
p(t). Volviendo a integrar se obtiene 7(¢). Sin embargo en la mayor parte de
los casos se conoce F' como funcién de 7 es decir como funcién de la posicion

de la particula:
F=F()=F(x,y,z)

Por tanto la integral anterior no puede ser evaluada. Se necesita otros métodos
matematicos de evaluacion.

Trabajo

Sea una particula que se mueve bajo la accion de una fuerza F. En un tiempo
dt realiza un desplazamiento infinitesimal dr. El trabajo efectuado por la fuerza
durante el desplazamiento infinitesimal se define como:

V
dr/

dW:ﬁ-dF:FdscosezFTds 0
(W] = ML*T*= Nm = J(Julio) r
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En un movimiento circular uniforme F es siempre perpendicular a dr’y por
tanto el trabajo es cero.

La definicion anterior es para un desplazamiento infinitesimal. Si se considera
un desplazamiento finito:

W =F,-diy + Fy-diy + . ..
W =3 F dr

W:/fﬁ.df:/fFTds

Si se conoce Fr como funcion de s (espacio recorrido a lo largo de la trayec-
toria) la integral anterior se puede calcular.

Un caso particular es cuando F' es constante en direccion y magnitud y el
cuerpo se mueve en linea recta en la direccion de la fuerza:

W:/jﬁ.df:/fmr:F/ABdr:FsAB

donde s4p es la distancia entre el punto A y el punto B

En general:

B - B
W=/ F-dfF:/A (Fy(x,y,2) de + Fy(x,y, 2) dy + F.(x,y, 2) dz)
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Ejemplo

& Al colgar de un resorte una masa de 4 Kg. éste se extiende 1,5 cm. Calcular
el trabajo para extender el resorte una distancia de 2 cm. sin aceleracion.

7 A
kx
x=1,5 cm.
kx§ X
T
mg
l F
Un muelle extendido una longitud = experimenta una fuerza F' = —kx que

hace que vuelva a su posicion de equilibrio. k es la constante de recuperacion
del muelle ([k|=NL™!). Por tanto para extender sin aceleracién el muelle una
longitud = hay que ejercer una fuerza kzx.

Al colgar una masa de 4 Kg. el muelle se extiende 1,5 cm., es decir:

mg 4x 10

=T 07 2,6x10°N/m
T , 0 X

mg = kx = —

Para extender el muelle sin aceleracion necesitamos ejercer una fuerza kx. El
trabajo relaizado por esta fuerza es:

W:/A F-dr—/o ko dv = Ska
Es decir

1 1
W = 5/«:& = 52,6x 10°x (2x107%)*=5,2x 107" J
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Si sobre una particula acttian varias fuerzas:

d7“1-|-F2 d7”2+F3 d7“3-|—
df’

“iji ﬁl

Potencia

Se define potencia instantdnea como la variacion de trabajo por unidad de

tiempo:
dwW
P=— [P] = ML*T 3 = J sg? = Watt
— d_) —
P=F.—=F.
dt

La potencia promedio durante un tiempo ¢ es el trabajo total desarrollado en
ese tiempo dividido por ¢:

p-2
t

Energia cinética

Sea una particula sometida a una fuerza total F. El trabajo relaizado en un
desplazamiento dr es:
dv dv

dW:F-dr:FTdS—madS—m%vdt muv dv

El trabajo entre un los puntos A y B de la trayectoria es:

1 ve ] 1
W = / Bmvalv:§mv2 25"7“%_5'”“%24
VA
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Se define energia cinética a la cantidad:

El trabajo entre un los puntos A y B es:
W =T —Ty

Ejemplo

> Sea un resorte de constante de recuperacion k situado horizontalmente. La
masa m su extremo se desplaza inicilamente una longitud a y se suelta. Cal-
cular la energia cinética cunado se encuentra a una distancia x de la posicién
de equilibrio.

A A

LMY

7

El desplazamiento y la fuerza llevan la misma direccién x. La posicion A es
la condicion inicial (v4 = 0) y la posicion B es la posicion final, donde el
desplazamiento es x y la velocidad es v:

o _1 2 B - o x _1 2 )
W—TB—TA—ﬁme —/A F-dr—/a(—kx)d:c—ik(a — z7)

es decir:

v = \l%(cﬂ — 2?)
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Energia potencial

La expresion general del trabajo entre las posiciones A y B era:

B - B
W:/A F'dr:/A (Fy(z,y,2) de + Fy(z,y,2) dy + F.(x,y, z) dz)

Esta integral se define como integral de camino ya que depende de la trayec-
toria (camino) que une los puntos A y B. Si la trayectoria cambia, el valor de
la integral también. En general se verifica que

/)

Se define fuerza conservativa aquella para la que la integral de camino no
depende de la trayectoria sino de los puntos inicial y final . O

j{Cﬁ-dF:O e,

Si F' es una fuerza conservativa entonces existe una funcion V(x,y, z) deno-
minada energia potencial tal que

_ . B - . B
F.di=—dVv W:/A F-drz—/A AV =V4—Vp
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De la definicion de fuerza conservativa:

—

F-dr=—dVv
oV ov oV
F.de+ F,dy+ F.dz=—dr — —dy— —d
T+ Fydy + z o7 x Jy Y 52 z
Es decir: oV oV IV
Fo=-" F=-" F=——"r
or 7Y Jy 0z
F=-VV

En la definiciéon de energia potencial siempre aparece una constante arbitra-
ria: Si V(z,y, z) satisface las ecuaciones anteriores V' + C, donde C' es una
constante, también. Esta constante se cancela al calcular el trabajo realizado
entre dos posiciones. Usualmente la constante C' se fija definiendo el nivel cero
de la energia potencial:

Ejemplo
> Encontrar la energia potencial de la fuerza gravitatoria en la superficie de
la tierra.
La fuerza es I' = —mgt, donde la coordenada y ha sido definida a lo largo

de la vertical siendo y = 0 la superficie de la tierra:

av
—mg:—d—y V:/mgdy V=mgy+C

donde C' es una constante de integracion. Se fija ahora el nivel cero de la

energia potencial: en este caso lo mas simple es tomar V' = 0 en y = 0.
Sustituyendo en la ecuacion anterior: C' = 0
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Ejemplo

¢ Demostrar que si una fuerza es central y su médulo depende solo de r
entonces es conservativa y V. = V(r) = —dF/dr. Aplicarlo al caso F(r) =
k/r? donde k es una constante.

SiV =V(r) conr =+/22 4+ y? + 22, entonces:

oV _dvor _dve
or  drdx drr
Lo mismo para las otra coordenadas:

ov._dvy OV _dVz
oy drr 0z drr

Por otra parte si la fuerza es central

F = F(r)i, = F(r)

= |

x Y z
Fx =F — F,=F — Fz =F —
0 F=F()Y ()’
Comparando con lo anterior
av
F(r)=——
() dr
En el caso F(r) = k/r%
av k k k
_— = —— = — —d - —
o 2 Vv T Vv - +C

La cosntante C' se fija determinando el nivel cero de la energia potencial. Lo
més simple en este caso es tomar V' =0 en r = oo lo que da C' = 0.
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Conservacion de la energia

Cuando la fuerza que actia sobre una particula es conservativa, al calcular el
trabajo entre dos posiciones arbitrarias:

W =T —-T4=V4—Vpg = Th+Vi=T5+ Vg

Como las posiciones son arbitrarias,lo anterior significa que la cantidad

E=T+V

llamada energia total, permanece constante a lo largo de la trayectoria.

Ejemplo

< Determinar la altura minima h desde la que la bola ha de empezar a caer
para completar el movimiento.

A
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La fuerzas que actian son la fuerza de la gravedad mg y la normal N. Si se
calcula el trabajo entre la posicion A y la B:

B — 7 —
W= [ (mg+N)-dr

Como la fuerza normal es ortogonal a la trayectoria N - dF = 0, es decir esta
fuerza no contribuye al trabajo. La tnica fuerza que hay que tener en cuenta
es la de gravedad que es una fuerza conservativa cuyo potencial es V' = mgy
siendo y la altura respecto de la superficie horizontal. Por la conservacion de
la energia:

1
Ta+Vy=Tp+ Vg nwmym@mmR

En el punto B la fuerza total esta dirigida en la direccion del radio, luego, en
ese punto toda la aceleracién es normal:

2
N—l—mg:maN:mUEB = mvy = R(N 4+ mg)

Sustiuyendolo en la ecuacion anterior:

5t 1
mgh = §ng + §NR

Ya que N no puede ser negativa la altura minima se obtiene cuando N = 0:

D
h=—-R
2
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Movimiento rectilineo

En el caso del movimiento en una dimension x, el potencial solo depende de
dicha coordenada V' = V(z) y la energia es:

1, 1 da\*
E—imv +V(:c)—§m (E) + V(z)

dx 2 T dx t
ai JE[E V@l vy b=

La expresion anterior da una relacion entre x y ¢ que permite encontrar z(t)
con lo que queda resuelto el problema del movimiento rectilineo.

En el caso en el que la integral anterior sea complicada, se puede obtener una
descripcion cualitativa del movimiento mediante el estudio de la curva de la
energia potencial y teniendo en cuenta:

av

T=F-— > =2
Viz) >0 I

Ejemplo

<> Describir el movimiento en una dimensién de una particula de masa m
sometida a un potencial V = 23 — 3z.
La fuerza es

av
F(r)=—— =32 -3
(2) = ——
Cuando la pendiente de la curva V(z) es positiva la fuerza es negativa y
viceversa:

F>0, x<—-1,x>1 F<0, —-1<z<1

Los puntos de méximo y minimo (dV/dx = 0) son puntos de equilibrio estable,
los minimos, y puntos de equilibrio inestable los maximos.
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Si la particula tiene una energia total

E5: La particula solo se puede mover en la region —oo < x < x1 ya que
en el resto £y < V(). Si la particula comienza su movimiento en x = —oo
con velocidad infinita positiva, la fuerza la va frenando, ya que es negativa.
Cuando llegue al punto z; la velocidad es cero (Ey; = V(x;) = T = 0), pero
como la fuerza es negativa comenzara a moverse hacia la izquierda, regresando
a r = —oo. El punto z; se denomina punto de retorno.

E5: La region permitida es —oo < © < x9 y * = b que es un punto de
equilibrio estable. Si la particula se encontrara en la primera region su movi-
miento seria similar al descrito anteriormente siendo x5 el punto de retorno.
Si la particula se encontrara en x = b estaria en reposo: Ey = V(b).

FE3: Hay dos regiones permitidas: —oo < x < x3y o4 < & < T5. Si se
encontrara en la primera el movimiento serfa similar al descrito en el primer
caso. Si la particula se encontrara entre x4 y b moviéndose, por ejemplo, hacia
la derecha, ya que la fuerza es positiva es acelerado aumentando su velocidad.
En el punto b la velocidad es méxima (F3 — V() es maximo en ese punto).
A partir de ahi la fuerza es negativa y comienza a frenarse hasta el punto
x5 que es un punto de retorno. En x5 la velocidad es cero pero la fuerza es
negativa luego comienza a moverse hacia la izquierda pasando de nuevo por b
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con maxima velocidad, pero negativa, hasta el punto de retorno x4 y vuelve
otra vez hacia la derecha repitiendo el mismo movimiento. En esta region (pozo
de potencial ) el movimiento es oscilatorio.

E4: La region permitida es —oco < o < x4. Si la particula viene desde
r = —oo se va frenando hasta alcanzar el punto z = a (punto de equilibrio
inestable). Alcanza este punto con v = 0y como la fuerza es cero se quedaria
ahi en reposo. También puede moverse en la parte derecha siendo x4 el punto
de retorno, pero a diferencia del caso anterior no oscilaria ya que alcanza el
punto a con velocidad cero quendandose en reposo.

E5: La region permitida es —oo < o < @7 siendo x7 el punto de retorno.




