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Dinámi
aLa Dinámi
a es el estudio de la rela
ión entre el movimiento de un 
uerpo ylas 
ausas que motivan di
ho movimiento. Estas 
ausas es el resultado de lasintera

iones 
on otros 
uerpos. Las intera

iones vienen des
ritas por lo quese denomina fuerza.Partí
ula libre es aquella que no está sujeta a intera

ión alguna. También sede�ne 
omo aquella que está 
ompletamente aislada.

♠ Ley de Iner
ia o 10 Ley de Newton: Una partí-
ula libre se mueve siempre 
on velo
idad 
ons-tante o sin a
elera
ión¾Con respe
to a quién? : 
on respe
to a un observador (Sistema de 
oorde-nadas) que a su vez es una partí
ula libre (Observador iner
ial o Sistemainer
ial).Momento LinealMasa es un número que se aso
ia a 
ada partí
ula y se obtiene 
omparandola
on un la de un 
uerpo patrón mediante una balanza de brazos iguales. Sesupone que su valor no depende del estado de movimiento.Se de�ne momento lineal:
~p = m ~v [p] = MLT−1

~p 
ombina los dos elementos más importantes que 
ara
terizan el estado di-námi
o de la partí
ula.
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Ley de Iner
ia: Una partí
ula libre se mueve 
on momento 
onstante.Conserva
ión del MomentoSea un observador iner
ial que mide el movimiento de 2 partí
ulas 
on ma-sas m1 y m2 que están intera
uando. Como resultado de la intera

ión susvelo
idades 
ambian 
on el tiempo y sus traye
torias son 
urvas.
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El momento total del sistema en el tiempo t es:
~P = ~p1 + ~p2 = m1 ~v1 + m2 ~v2y en t′:

~P ′ = ~p ′
1
+ ~p ′

2
= m1 ~v ′

1
+ m2 ~v ′

2De las observa
iones se obtiene el siguiente resultado experimental:
~P = ~P ′ ∀ t, t′El Momento total de un sistema 
ompuesto de dos partí
ulas en intera

iónmutua permane
e 
onstante. Este resultado se veri�
a para 
ualquier núme-ro de partí
ulas que formen un sistema aislado: solo sometidas a su propiaintera

ión mutua.
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El Momento total de un sistema aislado de partí
ulas en inter-a

ión mutua permane
e 
onstante

~P =
∑

i

~pi = ~p1 + ~p2 + ~p3 + . . . = 
onstanteVolviendo al 
aso de dos partí
ulas:
~p1 + ~p2 = ~p ′

1
+ ~p ′

2

~p ′
1
− ~p1 = −(~p ′

2
− ~p2) ⇒ ∆~p1 = −∆~p2El 
ambio de momento de una partí
ula en un 
ierto intervalo de tiempo esigual y opuesto al 
ambio de momento de la segunda partí
ula: el momento que�pierde� una lo �gana� la otra. Diviendo la e
ua
ión anterior por el intervalode tiempo ∆t = t′ − t y tomano límites:

∆~p1

∆t
=

∆~p2

∆t
⇒

d~p1

dt
=

d~p2

dtSe denomina fuerza al 
ambio del momento de una partí
ula 
on respe
to altiempo.
~F =

d~p

dt
[F ] = MLT−2 ≡ N (Newton)

♠ 20 Ley de Newton: ~F = m~a

Si la masa es 
onstante.
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Para la intera

ión entre dos partí
ulas:

~F1 = −~F2siendo ~F1 la fuerza sobre la partí
ula 1debido a su intera

ión 
on la 2, y ~F2la fuerza sobre la partí
ula 2 debido a la 1.
♠ Ley de a

ión y rea

ión o 30 Ley de Newton: la fuerza sobreuna partí
ula es igual y opuesta a la fuerza sobre la otra

Si la partí
ula de masa m intera

iona 
on las partí
ulas m1, m2, m3,... 
adauna produ
e una fuerza en m: ~F1, ~F2, ~F3,... :
d~p

dt
= ~F1 + ~F2 + ~F3 + . . . =

∑ ~Fi = ~F

Ejemplo
♦ Cal
ular la fuerza ~F para que la masa M suba por el plano in
linado 
onvelo
idad 
onstante o 
on a
elera
ión ~a.

αα

α

N

F

g

M

De la segunda Ley de Newton:
M~a = ~F + ~N + ~g
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Si se toma un sistema de referen
ia tal que el eje X sea paralelo 
on el planoin
linado y el eje Y perpendi
ular a él, las 
omponentes de la e
ua
ión ve
torialanterior son:

Ma = F − Mg sin α

0 = N − Mg cos αLa segunda e
ua
ión sirve para determinar la fuerza normal N . Si sube 
onvelo
idad 
onstante a = 0 y F = Mg cos α, sino F = M(a + g cos α).Ejemplo
♦ Determinar a suponiendo que la polea no tiene masa.

M

M’

a

T

T

Todos los ve
tores tienen solo 
omponentes verti
ales. La e
ua
ión de Newtonpara 
ada una de las masas es (tomando signo positivo ha
ia arriba):
−Ma = T − Mg

M ′a = T − M ′gRestando ambas e
ua
iones:
(M + M ′) a = (M − M ′) g ⇒ a =

M − M ′

M + M ′
gEl valor de la tensión es:

T = M g − M a = M g



1 −
M − M ′

M + M ′



 =
2MM ′

M + M ′
g
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Fuerzas de fri

iónLas fuerzas de fri

ión siempre se oponen al movimiento y apare
en 
uandohay dos 
uerpos en 
onta
to. Se debe a la intera

ión entre las molé
ulas delos 
uerpos.La fuerza de fri

ión ~FR lleva la dire

ión opuesta al movimiento del 
uerpo yse 
omprueba experimentalmente que su módulo es propor
ional a la magnitudde la fuerza normal entre ambos 
uerpos. El 
oe�
iente de propor
ionalidad(no tiene dimensiones) se denomina 
oe�
iente de rozamiento:

|~FR| = µ | ~N |Hay dos tipos de 
oe�
ientes de rozamiento:
• 
oe�
iente estáti
o. Cuando el 
uerpo está en reposo y a
túa sobre él unafuerza. En este 
aso la fuerza de rozamiento da la fuerza mínima ne
esraiapara poner en movimiento relativo los dos 
uerpos que están ini
ialmnete en
onta
to:~|FR| ≤ µs | ~N |.
• 
oe�
iente 
inéti
o. Cuando los dos 
uerpos están en movimiento relativo:

|~FR| = µc | ~N |.
Ejemplo

♦ En
ontrar F para que la masa M se mueva ha
ia arriba por el plano in
li-nado 
on a
elera
ión a.
F
R

N F

Mg

M

α

αLa e
ua
ión de Newton es:
M ~a = ~F + ~N + ~FR + M ~g
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Si se toma el eje X paraleo al plano in
linado y el eje Y perpendi
ular a él seobtiene:

M a = F − Mg sin α − FR

0 = N − Mg cos αLa segunda e
ua
ión da el valor de la fuerza normal: N = Mg cos α. Laprimera e
ua
ión da:
M a = F − Mg sin α − µMg cos α → F = M [a + g(sin α + µ cos α)]

Cuando el 
uerpo se mueve en el interior de un �uído la fuerza de rozamientose opone al movimiento y es propor
ional a la velo
idad:
~F = −Kη~vdonde K es una 
onstante que depende de la forma del 
uerpo ([K] = L) y ηes el 
oe�
iente de vis
osidad del �uído ([η] = NTL−2 = ML−1T−1).Si el objeto está sometido a una fuerza 
onstante ~F la e
ua
ión de movi-miento es:

m~a = ~F − Kη~vSi parte del reposo su velo
idad irá 
re
iendo hasta llegar a una velo
idadlímite:
~vL =

1

Kη
~FEn este momento la fuerza neta es 
ero y por tanto el objeto se moverá 
onvelo
idad 
onstante ~vL
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Ejemplo

♦ Sea un objeto que 
ae en el interior de un �uido bajo la a

ión de lagravedadad partiendo del reposo.Todos los ve
tores tienen solo 
omponente verti
al. Tomando el signo positivoen la dire

ión ha
ia �abajo�:
m

dv

dt
= mg − Kηv

dv

dt
= g −

Kηv

m
=

Kη

m
(
mg

Kη
− v)

dv
mg
Kη

− v
=

Kη

m
dt

F

mg

R

m

∫ v

0

dv
mg
Kη

− v
=
∫ t

0

Kη

m
dt → − ln

(

mg

Kη
− v

)∣

∣

∣

∣

∣

v

0

=
Kη

m
t

ln

(

mg

Kη
− v

)

− ln
mg

Kη
= −

Kη

m
t

mg

Kη
− v =

mg

Kη
e−

Kη

m
t → v =

mg

Kη

(

1 − e−
Kη

m
t
)

v = vL

(

1 − e−
Kη

m
t
)Si t → ∞, v → vL.
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Masa variableLa masa de las partí
ulas y de 
ualquier objeto es 
onstante. Sin embargo haysistemas en los que la masa es variable.Un 
ohete es un ejemplo de este tipo de sistemas. Sea ~v la velo
idad del 
ohete
on respe
to a la Tierra en un tiempo t y ~v ′ la velo
idad de salida de los gasesmedida desde el mismo sistema.
La velo
idad de salidade los gases vistos des-de el 
ohete es:

~ve = ~v ′ − ~vEsta velo
idad es opues-ta a ~v y se supone 
ons-tante.
En el tiempo t: m es la masa del 
ohete, ~v es su velo
idad y ~p = m~v sumomento. En t + dt: m + dm es la masa, ~v + d~v es la velo
idad y el momento
~p ′ es el del 
ohete menos el momento de los gases expulsados:

~p ′ = (m + dm)(~v + ~v + d~v) − dm ~v ′

≃ m~v + md~v − (~v ′ − ~v)dm = m~v + md~v − ~ve dm

d~p = ~p ′ − ~p = m d~v − ~ve dm →
~dp

dt
= m

d~v

dt
− ~ve

dm

dtLa segunda ley de Newton estable
e que la varia
ión del momento es igual ala fuerza externa, en este 
aso la gravedad:
~dp

dt
= m~g → m

d~v

dt
− ~ve

dm

dt
= m~g
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Todos los ve
tores tienen solo 
omponente verti
al:

dv

dt
+

ve

m

dm

dt
= −gLas 
ondi
iones ini
iales son: en t = 0, v = 0 y m = m0:

∫ v

0
dv + ve

∫ m

m0

dm

m
= −g

∫ t

0
dt → v = ve ln

m0

m
− gt

Movimiento 
urvilíneoPara que la traye
toria sea una 
urva la fuerza tiene ha
er un ángulo 
onrespe
to a la velo
idad:
~F = m~a ⇒







FT = maT

FN = maN

FT = m
dv

dt
FN = m

v2

ρSi FT = 0 el movimiento es 
ir
ular uniforme. Si FN = 0 el movimiento esre
tilíneo.En el 
aso del movimiento 
ir
ular:
aN = R ω2 FN = m R ω2En el 
aso del movimiento 
ir
ular uniforme (ω =
onstante):

~a = ~ω × ~v ~F = m~a = m~ω × ~v = ~ω × ~p
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Ejemplo

♦ Cal
ular el ángulo del peralte α para que un vehí
ulo de masa M y avelo
idad v des
riba la 
urva de radio R sin ne
esidad de girar el volante.
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F

α

α F

Las fuerzas que a
tuan sobre el 
o
he son M~g y la normal ~N . Luego la e
ua
iónde Newton se es
ribe 
omo
M ~a = ~N + M ~gEn la dire

ión verti
al la 
omponente de la a
elera
ión es 
ero:

0 = N cosα − M g N =
M g

cos αLa 
omponente horizontal de la a
elera
ión, a
elera
ión normal, es: v2/R:
M

v2

R
= N sinα ≡ F M

v2

R
= M g tanαes de
ir:

tanα =
v2

g R
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Ejemplo

♦ Una masa m está suspendida de una 
uerda de longitud L y gira alrededorde la verti
al 
on velo
idad angular ω. En
ontrar el ángulo α que ha
e la
uerda 
on la verti
al.

ω

mg

T

T

mg

V

α

R

m

α

R

L

La e
ua
ión de movimiento es
m~a = ~T + m ~gLa 
omponente de la a
elera
ión en la dire

ión verti
al es 
ero:

0 = T cos α − mg T =
mg

cos αLa 
omponente horizontal (
omponente normal) es Rω2:
m ω2R = T sinα = m g tanα ω2L sin α = g tanα

cosα =
g

ω2L
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Momento AngularSe de�ne el momento angular de una partí
ula de masa m, respe
to del origen

O 
omo:
~L = ~r × ~p = m ~r × ~v [L] = ML2T−1

Durante el movimiento de la partí
ula ~L, en general, 
ambia tanto su módulo
omo la dire

ión.En el 
aso de un movimiento 
ir
ular, la dire

ión de ~L es 
onstante. Si O estáen el 
entro del 
ír
ulo
L = m r v = m r2 ωSi el movimiento está 
ontenido en un plano, la dire

ión de ~L es 
onstante:

~L = m ~r × ~v = m ~r × (~vr + ~vθ) = m ~r × ~vθ L = mr2
dθ

dtEn fun
ión de las 
omponentes 
artesianas el momento angular es:
Lx = ypz − zPy, Ly = zpx − xpz Lz = xpy − ypxVeamos ahora 
omo varía el momento angular a medida que la partí
ula re-
orre su traye
toria:

d~L

dt
=

d~r

dt
× ~p + ~r ×

d~p

dt�
�

�
�

�

El primer término es 
ero ya que es igual a m~v × ~v.
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Usando la e
ua
ión de Newton:

d~L

dt
= ~r × ~F ≡ ~M

donde ~M es el momento de la fuerza respe
to del origen O.Fuerzas CentralesSi ~M = 0 enton
es ~L =
onstante. Al ser 
onstante la dire

ión de ~L el mo-vimiento tiene lugar en un plano, el plano perpendi
ular a la dire

ión de
~L.
~M = 0 si:
• ~F = 0 (partí
ula libre) En este 
aso la traye
toria es una re
ta.
L = mv r sin α = mv d r

V

O

d

θ 

• ~F 6= 0 pero ~r× ~F = 0. Es de
ir los ve
tores ~r y ~F son siempre paralelos:
~F siempre está dirigido en la dire

ión del punto O. Cuando este o
urre sedi
e que la fuerza ~F es una fuerza 
entral.
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La mayor parte de las fuerzas de la naturaleza son fuerzas 
entrales: fuerzagravitatoria, fuerza ele
trostáti
a, et
.. Si una partí
ula está sometida a unafuerza 
entral enton
es su movimiento siempre tendrá lugar en un plano.

L = mr2
dθ

dt
= 
onstante

dA =
1

2
PP ′ r =

1

2
r2 dθ

dA

dt
=

1

2
r2

dθ

dt
= 
onstante
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P’

P

r

V

θ

dθ

El radio ve
tor barre áreas iguales en tiempos iguales: Segunda Ley de Keplerdel movimiento planetario.


