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CinemátiaUn objeto se enuentra en movimiento relativo on respeto a otro uando suposiión relativa ambia on el tiempo. Si no es así está en reposo relativo.Ambos oneptos son relativos.Para desribir el movimiento de un objeto un observador de�ne un sistema dereferenia.Si dos observadores provistos de diferentes sistemas de referenia están enmovimiento relativo y estudian ambos el movimiento de un objeto, sus obser-vaiones serán diferentes.movimiento retilíneoEl movimiento de un uerpo es retilíneo uando su trayetoria es una reta.

La veloidad promedio uando el uerpo se desplaza de A a B se de�ne omo:
v̄ =

x′ − x

t′ − t
=

∆x

∆t
⇒ [v] = LT−1La veloidad instantánea en el punto x de la trayetoria se de�ne omo:

v = ĺım
∆t→∞

∆x

∆t
=

dx

dt
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Para enontrar la veloidad instantánea se neesita onoer el desplazamiento
x omo funión del tiempo t: x = f(t).Ejemplo
♦ Una partíula se mueve según: x = 5t2+1 m. (t en s.) Enontrar la veloidadpromedio entre t = 2s. y 3s. Enontrar la veloidad instantánea en t = 2s.

v̄ =
46 − 21

3 − 2
= 25m/s

v =
dx

dt
= 10t v(t = 2) = 20m/sSi se onoe v omo funión de t: v(t) y se onoe que en t = t0 x = x0:

∫ x

x0

dx =
∫ t

t0
v(t)dt ⇒ x = x0 +

∫ t

t0
v(t)dtEn general v es una funión de t. Si es onstante el movimiento es uniforme.Se de�ne la aeleraión promedio:

ā =
v′ − v

t′ − t
=

∆v

∆t
⇒ [a] = LT−2y la aeleraión instantánea:

a = ĺım
∆t→∞

∆v

∆t
=

dv

dt
=

d2x

dt2En general a depende de t. Si a es onstante el movimiento es uniformementeaelerado.Si se onoe a omo funión de t: a(t) y se onoe que en t = t0 v = v0:
∫ v

v0

dv =
∫ t

t0
a(t)dt ⇒ v = v0 +

∫ t

t0
a(t)dt
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Movimiento uniformemente aelerado:

v(t) = v0 + a(t − t0)

x(t) = x0 + v0(t − t0) +
1

2
a(t − t0)

2Puede ourrir que no se onoza a omo funión del tiempo t, sino omofunión de la posiión x: a = a(x). En este aso las integrales anteriores no sepueden resolver y hay que reurrir al siguiente álulo:
dv = a(x)dt → vdv = a(x)vdt = a(x)dxLa ondiión iniial, en este aso, viene dada por: v = v0 uando x = x0:

∫ v

v0

vdv =
∫ x

x0

a(x)dx → v2 = v2

0 + 2
∫ x

x0

a(x)dxEjemplo
♦ Una partíula se desplaza a lo largo del eje X según la ley: x(t) = t3−3t2−
9t + 5 Enontrar v y a omo funión del tiempo y desribir el movimiento.

v =
dx

dt
= 3t2 − 6t − 9 a =

dv

dt
= 6t − 6
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Para t < −1 la veloidad es positiva y el movimiento es en la direión positivadel eje X. Cuando t = −1 la veloidad es ero. Para −1 < t < 3 la veloidades negativa y el movimiento es en la direión negativa del eje X. Cuando
t = 3 la veloidad es, otra vez, ero. Finalmente para t > 3 la veloidad espositiva y el movimiento es en la direión positiva del eje.movimiento urvilíneoSea una partíula que se mueve en el espaio desribiendo una trayetoriaurvilínea P .

En el instante t la partíula se enuentra en el punto A on vetor posiión ~ry en el instante t′ se enuentra en B on vetor posiión ~r ′. En ese lapso deyiempo ha reorrido una distania ∆s a lo largo de la trayetoria. Se de�ne eldesplazamiento omo:
∆~r = ~r ′−~r = (xB−xA) ~ux+(yB−yA) ~uy+(zB−zA) ~uz = ∆x ~ux+∆y ~uy+∆z ~uz` La veloidad promedio se de�ne omo:

~̄v =
∆~r

∆t
=

∆x

∆t
~ux +

∆y

∆t
~uy +

∆z

∆t
~uzEn este aso la veloidad promedio es un vetor.
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La veloidad instantánea se de�ne omo el límite:

~v = ĺım
∆t→0

∆~r

∆t
=

d~r

dt
=

dx

dt
~ux +

dy

dt
~uy +

dz

dt
~uz

~v oinide on la direión tangente a la trayetoria en el punto A.El límite anterior se podía haber alulado de diferente forma. Si se toma unorigen O0 a partir del ual se miden las distania reorridas, entones:
~v = ĺım

∆t→0

∆~r

∆t
= ĺım

∆t→0

(

∆~r

∆s

∆s

∆t

)

=

(

ĺım
∆s→0

∆~r

∆s

) (

ĺım
∆t→0

∆s

∆t

)Si ∆t → 0, ∆s → 0 y |∆~r| ∼ ∆s. Es deir:
∣

∣

∣

∣

∣

ĺım
∆s→0

∆~r

∆s

∣

∣

∣

∣

∣

= 1

∆~r, en el límite, tiene la direión de la tangente a la trayetoria en el punto
A:

ĺım
∆s→0

∆~r

∆s
= ~uTdonde ~uT es un vetor unitario tangente a la trayetoria en ada punto.

~v =
ds

dt
~uT = v ~uTLo mismo que antes, se de�ne la aeleraión promedio:

~̄a =
∆~v

∆ty la aeleraión instantánea:
~a = ĺım

∆t→0

∆~v

∆t
=

d~v

dt
=

dvx

dt
~ux +

dvy

dt
~uy +

dvz

dt
~uzEl movimiento es uniformemente aelerado uando el vetor aeleraión esonstante (módulo y direión).
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movimiento uniformemente aeleradoSi ~a es onstante:

d~v = ~adt ⇒
∫ ~v

~v0

d~v =
∫ t

t0
~adt

~v = ~v0 + ~a (t − t0)y la trayetoria es:
d~r = ~vdt ⇒

∫ ~r

~r0

d~v =
∫ t

t0
~vdt

~r = ~r0 + ~v0 (t − t0) +
1

2
~a (t − t0)

2Es interesante señalar lo siguiente:
♠ En general ~v0 y ~a no tienen la misma direión, por lo tanto ~v no tienepor que ser paralelo a ~a.
♠ ~v0 y ~a son vetores onstantes. ~r − ~r0 está siempre en el plano de�nidopor los vetores ~v0 y ~a. Luego el movimiento tiene lugar en un plano.
♠ Una de las apliaiones más interesantes de estas euaiones es el movi-miento de un proyetil: movimiento parabólio
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movimiento parabólioSe lanza un proyetil on veloidad iniial ~v0 que forma un ángulo α onla horizontal. En este aso ~a = ~g. Se toma el plano XY oinidente on elformado por ~v0 y ~a.

~a = ~g = −g ~uy, ~v0 = v0x
~ux + v0y

~uy







v0x
= v0 cosα

v0y
= v0 sinαLas ondiiones iniiales son: ~r0 = 0 y t0 = 0. Usando las expresiones para elmovimiento uniformemente aelerado:

~v = ~v0 + ~g t







vx = v0 cos α

vy = v0 sin α − g t

~r = ~v0 t +
1

2
~g t2







x = v0 cos α t
y = v0 sin α t − 1

2
g t2
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Para enontrar la trayetoria, se elimina t en las expresiones anteriores:

y(x) = x tanα −
x2

2 cos2 α
gque es la euaión de una parábola.Altura máxima h: en ese punto vy = 0:

vy = 0 ⇒ th =
v0 sin α

g
⇒ h = y(th) =

v2
0 sin2 α

2gDistania horizontal total: En el punto donde el proyetil vuelve a la super�iees donde y = 0:
y = 0 ⇒ t(v0 sinα −

1

2
gt) = 0 ⇒ tL =

2v0 sinα

gEste tiempo es el doble que el anterior: tL = 2th.
L = x(tL) =

2v2
0 sin α cos α

g
=

v2
0 sin 2α

gEjemplo
♦ Un proyetil fue disparado haiendo un ángulo de 350 on la horizontal.El alane fue de 4Km. a) Enontrar la veloidad iniial. b) Hallar el tiempode vuelo. ) Enontrar la altura máxima y la veloidad en la altura máxima.(g = 10m/s2)a)

L = 4000 =
v2

0 sin 700

g
v0 ≃ 206m/sb)

tL =
2v0 sin 350

g
≃ 23, 6s)

h =
v2

0 sin2 α

2g
≃ 698m, vy = 0, vx = v0 cos α ≃ 169m/s
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Componentes tangenial y normal de la aeleraiónLa aeleraión es debida a un ambio de la veloidad. Este ambio puede serdebido a una variaión del módulo del vetor veloidad, a un ambio de ladireión de la veloidad o a ambos a la vez (aso más general).

♠ Solo ambia la magnitud: Mov. retilíneo
♠ Solo ambia la direión: Mov. irular

~v = v ~uT

~a =
d~v

dt
=

dv

dt
~uT + v

d~uT

dtSi el movimiento es retilíneo d~uT

dt
= 0

~uT · ~uT = 1 ⇒
d~uT

dt
· ~uT = 0 ⇒

d~uT

dt
⊥ ~uT
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d~uT

dt
= ĺım

∆t→0

∆~uT

∆t

∆~uT está dirigido haia el lado ónavo de la trayetoria, además es perpen-diular a ~uT , es deir lleva la direión de ~uN :
~uT = cos ϕ ~ux + sin ϕ ~uy

~uN = − sin ϕ ~ux + cos ϕ ~uy







~uT · ~uN = 0

d~uT

dt
= − sin ϕ

dϕ

dt
~ux + cosϕ

dϕ

dt
~uy =

dϕ

dt
~uN

dϕ

dt
=

dϕ

ds

ds

dt
= v

dϕ

ds

ds = ρ dϕ ⇒
dϕ

ds
=

1

ρJuntando estos resultados:
d~uT

dt
=

v

ρ
~uN

ρ: radio de urvatura
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Resumiendo:

~a =
dv

dt
~uT +

v2

ρ
~uN

aeleraión tangenial : aT =
dv

dtaeleraión normal : aN =
v2

ρ

a2 = a2

T + a2

N
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Movimiento irularConsideremos el aso partiular en el que la trayetoria es un írulo. Esto es,movimiento irular

s = Rθ

v =
ds

dt
= R

dθ

dt
= Rω

ω =
dθ

dt
[ω] = T−1

ω es la veloidad angular.La aeleraión tangenial y normal son:
aT =

dv

dt
= R

dω

dt
= R

d2θ

dt2
= R α

aN =
v2

R
= ω2 Rdonde α es la aeleraión angular ([α] = T−2).Si α = 0 el movimiento es irular uniforme:

aT = 0 aN = ω2 R
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ω puede expresarse omo un vetor:

v = Rω = rω sin γ

~v = ~ω × ~r

Esto solo es válido para r y γ onstantes.
~a =

d~v

dt
=

d

dt
(~ω × ~r) =

d~ω

dt
× ~r + ~ω × ~vSi el movimiento es irular uniforme:

~a = ~ω × ~v = ~ω × (~ω × ~r)En el movimiento irular uniforme el movimiento es periódio y la partíulapasa por ada punto de la irunferenia a intervalos regulares:
dθ = ω dt →

∫ θ

0
dθ =

∫ t

0
ω dt → θ = ω tEl período es el tiempo neesario para dar una vuelta ompleta:

2π = ω P → P =
2π

ω
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Si ω no es onstante, pero la aeleraión angular α es onstante y uando
t = t0 ω = ω0 y θ = θ0:

dω = α dt →
∫ ω

ω0

dω =
∫ t

t0
α dt → ω = ω0 + α (t − t0)

dθ = ω dt →
∫ θ

θ0

dθ =
∫ t

t0
ω dt → θ = θ0 + ω0 (t− t0) +

1

2
α (t− t0)

2

Ejemplo
♦ Enontrar la veloidad y la aeleraión de un punto sobre la super�ie dela Tierra en funión de su latitud.Todos los puntos sobre la Tierra giran a la misma veloidad angular:

ω =
2π

1 día =
2π

86400 seg. ≃ 7, 2 10−5 s−1Un punto on latitud λ desribe un írulo de radio R:
R = r cos λ

La veloidad es paralelaal euador:
v = ωR = ωr cos λComo ω es onstante laaeleraión es normal yestá dirigida haia el ejede la Tierra, haia elpunto B:

a = ω2R = ω2r cos λ
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Movimiento en un planoCuando el movimiento tiene lugar en un plano se puede desomponer el vetorveloidad en una forma similar a la que se hizo para el vetor aeleraión.

~r = r ~ur

~v =
d~r

dt
=

d

dt
(r~ur) =

dr

dt
~ur + r

d~ur

dt

~ur = cos θ ~ux + sin θ ~uy

~uθ = − sin θ ~ux + cos θ ~uy







~ur · ~uθ = 0Derivando:
d~ur

dt
= − sin θ

dθ

dt
~ux + cos θ

dθ

dt
~uy =

dθ

dt
~uθLa primera parte se denomina veloidad radial y la segunda veloidad trans-versal:

vr =
dr

dt

vθ = r
dθ

dt


