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Solu
ionesProblema 1a) La a
elera
ión tangen
ial y normal para el movimiento 
ir
ular son:

aT = R
dω

dt
= R 4 t m/sg, (1)

aN = ω2 R = 4 t4 R = 8 t4 m/sg2 (2)El valor del ángulo se obtiene integrando la velo
idad angular:
∫ θ

0

dθ =
∫ t

0

ω(t) dt =
∫ t

0

2t2 dt, θ(t) =
2

3
t3 (3)La a
elera
ión angular es:

α =
dω

dt
= 4 t sg−2 (4)luego el movimiento no es uniformemente a
elerado.b)

Movimiento parabólico
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A partir de t = 1 s el movimiento deja de ser 
ir
ular y pasa a ser uniformemente a
elerado;es de
ir la traye
toria es una parábola. Para des
ribir este movimiento ne
esitamos las
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ondi
iones ini
iales; éstas vienen dadas por los valores de ~r y ~v obtenidos en el apartadoanterior y 
al
ulados 
uando t = 1 s. El ángulo en ese tiempo es θ = 2/3 y la posi
iónini
ial es:

x0 = R cos(2/3) = 2 cos(2/3) m y0 = R sin(2/3) = 2 sin(2/3) m (5)La velo
idad ~v0 se puede 
al
ular teniendo en 
uenta que en el movimiento 
ir
ular elmódulo de la velo
idad es Rω. En t = 1 es v0 = 4 m/s. Las 
omponentes pueden ser
al
uladas sabiendo que ~v0 es tangente a la 
ir
unferen
ia y, por tanto, perpendi
ular alradio. También puede ser 
al
ulando usando la e
ua
ión que da el ve
tor velo
idad en elmovimiento 
ir
ular: ~v = ~ω×~r. En este 
aso el ve
tor ~ω es un ve
tor en la dire

ión positivadel eje Z: ~w = (0, 0, ω) = (0, 0, 2t2). El ve
tor velo
idad en 
ualquier instante de tiempo(en el movimiento 
ir
ular) es:
~v = ω × ~r =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~ux ~uy ~uz

0 0 2t2

R cos θ R sin θ 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −Rω sin θ ~ux + Rω cos θ ~uy (6)En t = 1 s lo anterior da:
~v0 = −4 sin(2/3) ~ux + 4 cos(2/3) ~uy m/s (7)Una vez que se 
ono
en la posi
ión y la velo
idad ini
ial, es
ribimos las e
ua
iones de laposi
ión y de la velo
idad para un movimiento uniformemente a
elerado:

~v = ~v0 + ~a (t − t0) (8)
~r = ~r0 + ~v0 (t − t0) +

1

2
~a (t − t0)

2 (9)siendo t0 = 1. Sustituyendo los valores de las 
ondi
iones ini
iales, las e
ua
iones anteriores,
omponente a 
omponente, son:
vx = −4 sin(2/3) vy = 4 cos(2/3) − 10 (t− 1) (10)
x = 2 cos(2/3) − 4 sin(2/3) (t− 1) (11)
y = 2 sin(2/3) + 4 cos(2/3) (t − 1) − 5 (t− 1)2 (12)La partí
ula al
anza la 
oordenada y máxima en el instante en que vy = 0, es de
ir 
uando

t − 1 =
2

5
cos(2/3) (13)En este instante la 
oordenada y vale:

y = 2 sin(2/3) +
8

5
cos2(2/3) −

2

5
cos2(2/3) = 2 sin(2/3) +

4

5
cos2(2/3) ≈ 1, 72 m (14)que es la altura máxima de la traye
toria.
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En y = 0 el tiempo vale:

t − 1 =
2

5
cos(2/3) +

1

5

√

4 cos2(2/3) + 10 sin(2/3) ≈ 0, 90 s (15)donde se ha 
onsiderado solo la solu
ión 
on signo + ya que la solu
ión 
on signo - da unvalor negativo para t − 1. Sustituyendo este valor en (11) se obtiene la 
oordenada x:
x = 2 cos(2/3) − 4 sin(2/3) (t− 1) ≈ −0, 65 m (16)y sustiuyendolo en (10) se obtiene el valor de la velo
idad:

vx = −4 sin(2/3) ≈ −2, 47 m/s. vy = 4 cos(2/3) − 10 (t− 1) ≈ −5, 85 m/s. (17)
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Problema 2Tomamos un sistema de referen
ia 
entrado en el 
entro de la ro
a semiesféri
a:

R

L

Y

X

V
0

Primero 
al
ulemos la traye
toria del objeto lanzado desde la ro
a. Las 
ondi
ionesini
iales son:
~r0 = R~uy, ~v0 = v0 ~ux (18)Las e
ua
iones para la velo
idad y la posi
ión son:

vx = v0, vy = −gt, x = v0t, y = R −
1

2
gt2 (19)La e
ua
ión de la traye
toria se obtiene eliminando t de las e
ua
iones de x e y:

y(x) = R −
gx2

2v2
0

(20)Si el objeto impa
ta 
ontra la ro
a antes de llegar al suelo signi�
a que su traye
toria se
ruza 
on la super�
ie de la ro
a y que, por tanto, hay un punto de la e
ua
ión de latraye
toria (aparte del punto de ini
io (0, R)) que veri�
a también la e
ua
ión de super�
iede la ro
a:
x2 + y2 = R2 (21)Es de
ir, si impa
ta 
ontra la ro
a el sistema de e
ua
iones (20) y (21) tiene una solu
iónque es:

y2 = R2 − x2 = R2 +
g2x4

4v4
0

−
gx2

v2
0

R (22)De aquí se obtiene:
x2 =

4v4

0

g2

(

gR

v2
0

− 1

) (23)
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Si el objeto no impa
ta 
ontra la ro
a, el sistema (20), (21) no tiene solu
ión. Esto o
urrirá
uando en la e
ua
ión anterior se veri�que que:

gR

v2
0

− 1 < 0 =⇒ v2

0
> gR (24)La velo
idad mínima es v0 =

√
gR.Con esa velo
idad mínima, la 
oordenada x al llegar al suelo es (de (20)):

0 = R −
x2

2R
=⇒ x =

√
2R (25)y la distan
ia a la base de la ro
a es:

L =
√

2R − R (26)


